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CAPITULO I

EL PRIITCIPIO DE INDUCCION IIATEIIATICA Y

LA PRUEBA LOGICA .
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l.1. Aclaraciones previas

Nos ha parccido pertinente hacer uns disertar —
cién sobre la 1ldgica subyaccnte en el Principio de Induc
cidn lMatendtica debido a las siguientes razones: 1) eng -
la construccidn de inmportantes denostraciones contenidas
en las presentaciones axiondticas de la 18zica se utili-
za este prineipio como regla de inferencias 2) los traba
jos en natendtica, cue son los que en nayor nedida usan
este principio, no conceden especial atencidn a los agpec
tos 1dgicos inherentes a su enunciacidn ¥y uso; y 3) una
conprensién clara del rol que juega dicho princ}pio en -
la aritnética formalizada y en la netateoria es fundanen
tal pera lograr una nejor aproximacidn a los problemas -
sustantivos planteados por las filosofias dedicadas a la

rigorizacidn del conociniento.

En cste trabajo entendenos por 18gica subyacen
te no sélo los enunciados légicog cuya validez presupone
un deterninado principio o teoria. A diferencis de las
concepeiones usuales, nosotros hernos incluido tambidn co
no aspectos de la 1ldégica subyacente en el Principio de
Induceidn lMatendtica, el uso cuc éste tiene en el desarro
1llo de los sistenas 1égicos, el estatuto que tiene dentro
de la aritndtica formalizada ¥y las inplicancias que tie-

nen las diversas interpretaciones que pueda ddrsele.

Conenzarenos nuestro andlisis sefialando previa
nente qgue por la expresidn "Principio de Induccién" po-
dria entenderse al nenos tres cosas: a) cl nonbre de una
regla de inferencia o de una conjuncidn de ellas que co

rrespondan a los planteanientos que sobre el terna hicie—



ron Aristdételes, Bacon y Stuart Mill; b) ¢l nonbre de un
enunciado formmlado por Hans Reichenbach dentro de la lé
gica de la probabilidad; y c) una forna abreviada del mn

bre "Principio de Induccidn lMatendticat,

La regla o lo conjuncidn de reglas. aludidas -
en priner térinino, no serim osra cosa que el nétodo induc
tivo tradicional destinado a derivar proposiciones univer
sales o partir de prenisas que son enunciados singulares,
csto es, enunciados que sdélo contiencn nredicados, norires
propios y, cventualinente, conectivas proposicionales. Clz.
ranente, cl nétodo inductivo tradicional consigte, en o=
tros términos, en atribuir uno propiedod a todos los cle
nentos de un conjunto de eventos a partir de la inforna-
cidn de quc algunos eventos de dicho conjunto la tienen.
Esta generalizacidn es conocida corio no conclusiva en la
nedida cuc suponer cue 12 conclusidn es falsa no conduce

a contradicecidn.

Sin enbargo, aun ue una inferencia no conclusi
va nos pronporciona una Conclusidén cuya falsedad es posi »
ble a pescr de la verdad de las prenisas, cs cierto que
dicha proposicidn podria constituir la nejor aproxinaddn
cue podenos lograr en el conociniento de ciertos eventos

L]
en un noaento dado. Y es la nedida o la deteriinacidn
by |

del grado de esta aproximacidn lo que cscapd conpletanen

te al alcance de la llanade induccidn clésica.

Dvidentenente la induccidn cldsica estaba preo
cupada por inferencias cuyas prenisas tenion el caracter
de descripciones de fendienos enpiricos observados, para

a partir de cllas hacer una afirnacidn sobre los todavia



no observados pero, en principio, observables. Por tan=
to su canpo de aplicacidn se cncontrabe dentro de las -
ciencias enpiricas, especialnente las naturales, y este
uso, ajeno al doninio de lag diseiplinas fornqles, fue -

supuesto aungue no suficientercnte esclarecido,

Hangs Reichenbach ha sido uno de los fildsofos
que se han esforzado por rigorizar la induccidn cldsica,

En su obra The theory of probability propone el conocido

"Principio de Induccidn® coo una regla 18gica de inferan
cia para derivar de iodo conclusivo gencraliza%ionos in-
ductivas cue egtdn Cxpresadas dentro del lenguaje del -
cdlculo ordinario de lag probabilidades. A este princi
Pio es al que henos hecho alusidn en segundo lugar en =
nuestra distineidn inicial ¥y a continuacidn dareios una

nocidn de 41.

Reichenbach asune el concepto estadistico -
usual de frecucncia relative que eg, en térninos del len
guaje natural, ¢l nminero de veces quc aparece un atribu-
to o propiedad en una secucncia de ceventos, vale decir,
la frecuencia con cue ocurrce un evento que posce el atri
buto en cuestidn. Sobre la basc del concepto anterior -
se define la probabilidad de un atributo. cn una secuencia
infinite de eventos cono el 1in;te,uatonéticc de la fre-
cuencia relotiva de tal atributo. EL "Principio de Indwe
cién" de Reichenbach seflala que cuando el 1inite de la -
frecuencia relativa de un atributo es calculable, cnton-
ces estanos légicanente autorizados a afirnar Gue en ca-
S0 que prolonguenos la secucncia de cventos tanto corno -
se quiera, la frecuencic relativa de dicho atributo no

presentard variaciones significativas, pues sc mantenirs



dentro dc un intervalo de velores tan pequefio cono se de

SCCo.

" . n
Si repregentancs el valor del linite corno h™ -
para une sucesidn indefinidanente prolongable, indicando
que pera cl cdleulo de dicho 1inite hn sido suficiente -

torar on cucnta un ndnero n de cventog. Y si denoninancs

L
)

h” a 1~ frccuencic relative del atributo cn cucstidn cn

una prolongecidn de la sccuencic hagta un ndinero s dc c-
ventos tal que s .»n, cntonces ¢l "Principio dec Induc -
cidn® ncg pernitiria afirmar que sc cunplird necesaria -
rnente le siguientc condicidne

n . .5 -.n
h -k = h"2c b + k

— °
en 1o cue k representa une cantidad rmy pequefia.
Coro cs conprensible, 1o gquc scntencia Reichen
bach con ¢l "Principioc dc Induccidén® cs guc las inferen-
A A5

cine inductivas son conclucivags sicnpre gue sea posible
calcular ¢l valor de la probabilidad de un atributo. En
. s . . . 7 . .
congsecucncia, sc trataria de un principio 1ldgico aplica-
ble sdélo o conjunbos o nasas de cventos y no a un indivi
duo, quc cn cgte caso carcce de sirnificacidén pora obje-—
tar ou validez, pucs la existencic de un contraejenplo -
no conduce o contradicecidn. Por tanto, «cste Drincipio,
segin Reichenbach, constituye la regla de inferencia fun
dancntal en las ciencias cipiricas, que de csta nancra -
. . s A ~ = .’ - . . 3.3 ____.._1’._,\
en sus operaciones de generalizacidn y prediceion Gral
abandonar la induccidn clfsica y utilizar las reglas del

cflculo de las probabilidades.

A 12 tercera interpretacidédn de la expresidn -

"Princinio de Induccidn" dedicarciios lo parte siguiente



N . P
. NG o
de esta exposicidn. e

‘ ‘

1.2, Plontcamicnto iniecial del problena

En natendtica cg frecuente razonar sobre conjun
tos infinites, cue de una nanera intuitiva pero no rigurm
S8 50n  concebidos come succesiones de clenentos que pue-
den ser prolonzadas indefinidanente(*). E1 cjorplo nds
conocido es el conjunto de log nineros naturales o cnte~-
oS no -negativos cuc lo intuinos cono une sucegidn tan -
larga coao ge desec. Por necesidad natendtica o de otro
tipo a menudo es necescrio denostrar cue una dgtorminada
propiecdad es poseida pcr todos los elenentos del conjun-—
to de los nineros naturales ¥y esto no puede hacersc pro-
bando cue cada clerento del conjunto ticne la propiedad
porcuce este expediente nos llevaria & un procediniento -
infinito, cue no reuniria las condicioncs de una deuommg
cidn en razdén de ¢ue no nog pernitiria jands llegar a una

conclusidn,

La reglo de deduceidn dencninada lModus Ponens,

cuc sc utiliza frecucnteente con las deostraciones 1égi

cas y natendticas, resulta insufici e en este caso. -~

Pues si ocurriera Que corprovancs cuc el prirer elenento

del conjunto tienc 1go Propicdad P y que ‘de esto se dedu-

(#) Ia definicidn risurosa de conjunto infinito debida ol
Cantor y Dedekins essun conjunto es infinito gi y sd-
lo si existe una correspondencis: "uno & uno" entre -
¢1 y un subconjunto propio de é1. (Vid. Hao Wang, Lo-
gic, Conputers, and sete, pe T7). =



ce quc el scgunde elencnto del conjunto tiene la propie

cad P, podrianios por Modus Ponens derivar que el segunc.o

elenento del conjunto tiene 1la propicdad P, pero para -
provar lo misino de los otros elenentos necesiteriancs un
ndnerc infinito de aplicaciones de la nencionads regla -
de deduccidn, lo que haria nuestro trabajo interninable.
Asinisno no podria ocurrir que de probar gue el Priner -
elenento tiene 1o propiedad P se deduzen cue todos gug

Sucesores la tengan, pues no existe nedio 1dégico para -~
probar que lo que gse cunple pare un individuo pueda ser

generalizado para todos log individuos de un conjunte in
finito. La prueba tanpoco puede hacerse por in®pececidn

de todos los sucesores ya que ellos censtituyen un con jun

to infinito,

En consccuencia, pucsto guc & nivel de las cs-
tructuras formales, corno lo son las 1dgicas y las natend
ticas, sc necesita una regla de inferencia cue pernita --
cefectuar generalizaciones, ésta no pucde ger del tipo -

del lModus Ponens,

Se conoce con el nonbre de Principio de Induc-—-
cidn M~tendtica o quinto postulado de Peano = una propogi

cidn cuc supere laos linitaciones del lModus Ponens ¥y perri

te denostrar de nrnera incontrovertible que todos los ele
nentog del conjunto infinito de los ndneros naturalcs o

de cuclquicr conjunto cnurerable poseen una cierta pro-
Piedad P si se satisfacen ciertas condiciones. De¢ dicho
prinecipio se feriwmlan dos versioncs conocidag corwo la e
nunciacidn addébil y la enuncincidn fuerte. Esta »roposi-
cidn parece, 2l :cnos fornalnente, en algin sentidg induc

tiva, corio el principio ontes nencionado de Rteichenbach,



pero sc diferencio de dste cn cue, por ser aplicable a -
I'd . .
estructuras logicas y natendticas, es tan segura cono el

Ilodug Ponens y, por tanto, pernite derivor conclusioncs

jmcho ndg fuertes que lag formuladas dentro de un inter-
valo de valoires de probabilidad. En consccucncia, en -
log casos en log que se aplica el Principio de Induccidn
Matendtica, cada individuo cg relevante y, por tanto, la
construccidén de un contraejenplo debe conducir a contra-
. . 7 : .
dicecidn, 1lo duc ascgura cuc las proposiciones nediante -
1 denostradas, son universalnente verdaderas cn sentido

estricto,.

En l= gseccidn siguiente dorenogs lgunﬂu refe -
rencias sobre lo cnunciaceidn de dicho principio para lue
go exponer csqueindticancente cada una de lag versiones =

4. 1

que henog digtinguido unas lincas an

CCe

« -

l.3. Breves refercncics o lo enunciacidn del Principio

de Induccidn Matendtica .

La formulocidn dcl Principio de Induccidn Mate
ndtica parcce muy ligada a logs esfucrzoes por axionatizar

la o ~itndtica. g1 se lo crceuentro cntre los axionasg de

Grassnann(+ ) contenidos en su libro Lehrbuch der Arith-
netik publicado cn 1861, Los diez axionas de dicho aubor
¥y susg cuctro definiciones congstituyen probablenentoe el -

priner esfuerzo por axiovnntizar la aritnadtica.

El notendtico italiano Giuscppe Peano publicd

(%) Segin Polya, on lMatendtica y r cn'wlcnto ‘plaugible,
el prinerc en conocer el néte d ¢ la induccidn na~-




en 1889 un libre escrito en Latin tituladce Arithietices

principia (+ ) (Log principios de lo aritnéticn). En cs
ta obra se forrmla como lag nocioncs prinitivag, a par -
tir de les cualeg es posible definir cualquicr otro con~
cepto aritnético o construir cualguier proposicidn gigni
ficativa del sistena, las de "mdunero", ™unc", "sucesivo"
y "es igual a¥. Inhediatanente se procede o forimular -
nueve axionag cbnstruidos sobre la base de estas nociwes
prinitivas, los nisnog que infornalnente pucden ser cnur
ciados cono sigucs
al, 1 es un minero
22, Si o es un minero entonces a=a
a3, 81 a y b son mndnerog cntonces (a=b)=(b=a)
a4d. SB1 2, by c son mincros cntonces si a=b y
b=c cntonces a=c.
ab. 81 a=b y b es un nudnero, cntonces a eswn
muero,
ab. Bi a cs un mincro, cntonces su sucesivo -
taibidn es un mincro.
als Si a y b son ndneros difercntes entonces
ticnen diferente sucesivo,
a8, Iingin ninero a tiene cono sucesivo al n
. #aero 1, ,
a9, alquicr propicdad quc pertenecc a i, ¥

tanbidén al sucesor de cualquicr ndnero Qe

it S e S B P s i i . o W S

tendtica fue Paoscal: Bsta infornacidn la he tonado de

as investigociones de Freundenthol,
(+ ) La versidn de Arithicticés principia consultada, es
la publicada por van Heijenoort cn Fron Frege to GO
ggg,(Ed. Horvard University Tress, 1967 ) pp. 83-

97.




ticne la propiedod, pertenece a todos los nd
neros (interpretacidén informal).
Los axiomes 82.y 234y 84. ¥y a5. esotdn formula-
dos fundamentalmente en hose o la nocidn prinitive de ‘es
lgual a" y son por tanto utilizables tanbidn en teorias

lo  aritadtica « Por esta razdén tales axiones

o
]
)
Lo il
[
o
oy
)
Q
0

¥y lo nocidn primitiva cue los congtituye son considera -
dos actualmente como pertenccicntes o la 187ica subyacen
te del sistens, lo cue lleva a tipificar sblo a log cin-
co axiomas restqntes cono propiancnte aritméticos en el

i 18]

e de Peano. Asinismo es importante selial®r gue al

cr

Shfsh
efecctuar la explicacidn del casoy, FPeano indica cue la no
cidn priaitive de "mfimero" es 1o de cntero positivo, ¢ =
lo cue usualmpnte se denomina ndmero noturel, cuando se -

aficde el cero.

Es pertinente scialar cue log axionas aritmétg
Ccos antes cnotodos, fueron tomados por Peano del matend-—
tico Dedekin, 1lo tue se deduce del texto de la carta que
éste dirigid al Dr. Keferstein en fehrero de 1890, La
carta de Dedekin, publicada cn inglés nor el nrofesor -
Hao Wang (+), nucstra claromente como en base a las nocio
nes de conjunto y de aplicacidn pucde definirse el con-
cepto de cndena, que permite a su vez definir el conjun-
to de los nineros naturcles como un conjunto simplemente
infinito. Dcsde esta definicidn se deriveon de meners -
sencilla log enunciados convencionalnentc conocidos como

axiomas de Peono.

‘ ) ‘ ‘

(+) Vid. Hoo Wang, op. cit. . 73.



¢

1.4. Enunciacidén débil del Principio de Induccidn Matend-

tioe.

La enunciacidn aébil del Trineipio de Induceidn
Matendtical(+) puede hacersc infornaliciote de la siguicnte
nancra: "Si un teoreina es vdlido para ¢l minero 1 y sc de
mestro que cg verdadero pars n+l sicippre que lq gea para
n, scrd verdaderce para todeg log minercs cnteros! Esta -

forrulacidn toneda de Henry Poincard (=) parcce algo pog

terior a la dc Peano que fue publicada cn 1889. Es inte

L"J

resante anotar cuce con cste versidn no aparcce cxplieito
auc la scgunda condicidn cstablceida por cl primecipio - =i
1la forna de uno proposicidn condicional, cn la gue el an-
teccedente cstd constituido por la postulecidn deque el teo
rerp se cuaple para n y ol congecucnte por la afirnacidn

inplicada por dicha UO“*u1<01on cuc nteneia quec ¢l teo
|- k y = 4 =

o
N

rena se cwmle para n + 1. Bste ivplicecidn 1égica cst!

planteada sutilnente en la for mlacidn de Poincordé por la

N

Y d

cxpresion "o verdadero para n + 1 sicrpre que lo sea pa-

ra n"%, Sobre le naturalcza dc¢ csta inplicacidn harciws =

]

1odn conentorio nds adelante.

Peano cii su noveno axiona, gue resulta cl quin-
to cuando suprinen los cuatro referentes a la igualdad, -

forrmla el Principio de Induccidn Iatcndtica, cn su ver -

g
sidn @ébil, de una :wcnera que hace cxplicitos, w
algunos de sus supuestos , valiéndose -
(+ ) En csta sceeidn todns nucstras olusiones serdn a -
1o versidn aébil de este prineipio, salve gue sc a-

note alguno otra copecificeacidn.

(++ ) Citodo por A. Salozar cn Irrealidad c Idealidad D




vara cllo de la fuerte capacidad cxpresiva que le brinda
el usc del lenguaje de 1a 1ézica proposicional y de la -
1dgica de las clascs, Nogotros lucge harcnos una inter—

pretacidn elgo nenos informal de 1a versidn de Peanc cu-

o]

yo caracteristica nds releverte Jora introducir la nocidn

de propicdad cn lugar de la de clase. sindsne usarcnos
¢l cperador condicional en el sentidc que ordinariancnte
se uga cn la 1dzica actual, lo que ciertancnte introducc

una variante cn la nedida que Peanc no definid el condi-

©

cional en tdérmincs de valores de verdad sino intuitivanog
te, on términos de "desde a sc deducc by 1o quc explica
algunas inperfceciones en ol aparato deductivo de su sis
tena, co.wo lo scfiala van Heljenoort cn 1o part; correspal

dicnte de Fron Frege to GOdel, Entre estas impcrfoccig

nes la neyor es lo ausencisz de unsg regla de inferencia -
cuc pernite scparar el antceedentc del congpeecucnte, lo -
que obliga al lecctor a legitinar intuitivancente log pasos
de la dcrwstracidn quc aparccce cono una lista de férmulag
independicnteg & quicn sc rige cotrictancnte por las rc
Slag del sistenas Ests rovels indudablencente que la s s iy
nalizac;én de la aritnética propucsta POor Pcano era in -
completa,

La interpretacidn que danos al cnunciado conoei

thrie
do cono cl guinto postulad:s de Peanc cs la siguiente:

PUPONZANcS que pora los objetos del universo -
3 =

del .<Giscurso existe una propicdad P(x) tal que los dos

siguicntes cnunciados son verdadercs:

‘

1. P(1) (1 ticrne la propicdad P )



* 2, Pore cuclquier ndiicro citerc positive x/
51 P(x) entonces P(x+1) (3i x ticne 1a
propicdad P, entay
ces la ticne el ny

nero x+1)

3+ Pora todo x, o5 verdad P(x)

Eg pertincnte anotar, antes de seguir adelantc,
que cn las nresontaciones que usualnecnte se haccen del Prin
cipio de Induceidn Matondtica pucde apreeciarse variaciones
respeeto a la cleceidn dcl priner mdnero al que cs aplica
ble. Algunos autorcs comienzan sclialando quc la princra
condicidn debe cunplirse para cl pdmoro 1 y otros que de-—

tisfecha por ¢l ndnero O, Aungue una u otra op~—
cidn no altera Tundanentalnentc log rcoultados, parcceria
cuc dehido a fuc ¢l reforido princiyio cs aplicable a de-
nostraciones con conjunte distintos al dc los minercs natu
rales vero cocrdinables biycctivancente con 81, cs 1ds cé-
NnoGo suponcr Hor ahura que cl priner ninero notural es al

151 que ofrocerce—

T

]

P
o)
Q
=
=

1, comwo podrd apreciarse cn lo denost

LA}

1108 cono segundo ejenplo. EBrn dichs denogtracidn se apli-

ce el princinio de Inducecidn Iatendtica sobre el conjunto

@)
cnuncrable de las lonzitudes de lag férimlas bicn fornadas

de un sigtenn 18gico dad>, cotebleecidndose cuc la lorngitud

* Lo notacidn #x+1" para decignar al sucesor dc x cs —
my infornal, pucs Qresuponc que previaaente se haya
definido la operacidn de adieidn ¥y cn una cxposicidn
rigurcsa, la funeidn succsor C3y, contravinicndo la in
tuicidn innedista, nrevia a la definiecidn de 1la suia,,
CONo vercnos posteriornente, EL uso de "x4lM para su

cesor oc justifica acuf por su intuitividad pero provigio



ninina  de una f8rmle es igucl a 1.

coninande chiora la versidn que henos dadc del
1llanade quinto postulodo de Peaono, cncontranos gu
porta cono uns regla de inferencio due nos peraite deri-
var desde lao verdad de los proposicione s designoadas por
1. ¥y 2. lo verdad de le proposicidn designada por 3. Il
esquena pueds ser expresado Coilo sigues

51 es Vcrd“ l., ¥ en verdad 2., entonces es -

Congsecuenteiicnte para efectuar dcihostraciones utilizando

‘

catae rezls es necegario probor, en 01do caso, lo verdad
L]

de cado uno de los condicicnes l. ¥ 2., pors luegoe al a

1

71

paro decl Princitio de I"fuccién Matengtico inferir la ver

dad de lo propogicidn 3. Probar 1o verdad de la condi -
1

cidn 1. usucliente eg rmy sencillo, Horinalnente la ta-
rea ndgs laboriogsa en una denos tr cidén dc cste tipo es pro

I

ber la verdad de la condicidn 2. que tiene la forna de -
un condicional con el antecedente verdodero por pogtula-

cidn, 1o gque exige neccesariancente probar la verdad del -

Q

ccucnte pora cue cl CviulchﬁA1 coe un todo geq ver

dadero y =e soatisfage la condicidn. Esta peculiar estruc

/

turo de lo condicidn 2. hacc posible que paras prohar su

verdald gee

(8]

, aplicable 1o megla 1dzico de la prucba condi ~
cional duc outoriza a towr coro prenisa el antecedente -
para derivar el consecuente y, lueso, afirnar la wverdod
de todo el condicional independicntencnte de la pronisa
usada. A nancra de ejermplo denostrarcnos por induceidn

¢ 1o sucesidn

Cy

ddbil que poro cunlitier entore n la suilo

s e o et B S s B S S oo e

nelnente.
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1+2+3+ ¢eee+ (n=-1) +n

A fin de

A g & ) .
cracion y de ga

L

tes:

dicidn 1.5 b) la scsunda, IT, para probar la

condicional de 2.5 c¢) 1o tercera, III, cn lo

SC

nente

a) la princra, I,

nar

I. La igualdad:

1 +2 +3 + ...

¢

claridey

Ry

realiza lg 1lanad

Ll

e

% 11

es verdadera para n

¢l nienbro izquierdo de 1a igualdal es i

:Il(

igual

n

2 1y el derecho tanbidn.

1T.

gegundo pasg

~
§e <

debe

bare probar la verdad

(n{n+1) .

2

precisar cl funcionanicento de 1a

dy; le dividirenos en tres

de 1la

+ 1)

Cono el condicional que debe

o valido

1, pues en esbe easc
e

denos
nar-

con=

verdad del
guc ginple-

generalizacidn inductiva,

gual

probarse cono

para cualguier

ndnero n, elegido arbitrarianente, entonces

oL ey
wJ

L

A,

variable n puede ser cuentificada univer

loente sin ninguna dificultad.

Por tanto

debenos probar l= verdad de la siguiente pro

posicidnze

Aplicendo la regla 1dgica de 1a

nal la denostracidn “ic deo

Llo

o e n(n+l)
(V) (1+2+4...+ n= —td

A

314240 o +01-
(n+1) = (2+1) ((n+1) + 1))

« il

14244 s a+11=

¢ & 2

l+2+..a+n+(n+l)f531L-n-

LA

sarre

n(n
2

2

1]
+1

14244, o+n+ (n+1)

PR

142+, 44 +0¢

‘n+l

)

pPrucba condicio

a4 Coro sigues

)

- n(n+l) + 2(n+1)

¢ ‘

Prenisa para P.0.

n+l)
2

e ) (e (F

2

+ (n + 1)
.
[:‘i o de Binlj,
e —
FLrENS

R |
\"
LY

2

o,

.

/. Ny



‘ 4o

Loe L+2+esotnt (2+1) = _(n41) ((n41)41)
>

‘ « 4o

Ige 14+2+00e4n= nlntl) S 1+2+. 4 +n+(n+l) =
2

(n+l) ((n+1) + 1)
2

‘ . ‘

El poso L6 se Justifica por P.C. cn 1, 5.

‘ w g 4

L7- (¥n) (1+24.¢.4n = Eﬁgjiil > 142+ o o 0+ (041)=

(n+1) ((n+l)+J)_)
2

‘ ‘ ‘¢ ‘

El paso L7° se justifica por G.U. en 6.

III. Lo tercera porte de la denostracidn ticne
la funcidn de geoneralizor que todo ndnero
n tienc la projnicded que, se ha denostrado,
satisface l&qlqondiciones 1. y 2.
(

Vn) <l+2+ooo+ n el M)

2
Lvidenteinente, en la io“uquraciéﬂ}realizada se
asunen cono premnisas, adends e 1o 1ineao Ll"
giciones del gistena de 1o aritiiética, que cotablecen -

las propo-

las propiedades nds conocidags de los enteros taleg cono -
la asociatividad de 1o alicidnr, cte. Lo nanera explicita
cono funcionan estas prenisas no ho sido cxpresada, pero

puede afirnarse cue se conmvorton cono toles en la medidae

G su validez hea gido presupuesto. Auncuce los natendti-
cos nornalinente no hacen explicito el uso del condicion@L
de los cusntificadores ni de 1rn regle de deduceidn do P.Cy
el hecho de que nosotros nc hayaios obviedo cstos concep-
tos no significa todavia un anflisis de 1a 1dzica subya -

cente en le anlicacidn del Principio de Induccidn lMaternd—



‘

ticas

le5. Inunciacidn fuerte del Principio de Induccidn Iate—

ndtica.

Se conoce con el nonbre de versidn fuerte del
Prineipio de Induceidn llateadtica a un~ formulocidn que
incluye uno vorionte en la sesunda condicidn cstablecida
bara -derivar la llanada generclizacidn inductiva.

IDentras que en la condieidn 2. de la versidn
anterior, desdc la suposicidn de ¢ue un mirnero mrbitrarig
nente elezido tienc la propiedad P, se trata de probar -
que su sucesivo tenbidn la tiene, en este caso &1 presu -
puesto porece ger nds cxigente, pucs de la postulocidn de
que todos los elenentos nenores que cuslquicer minero n

tienen la propiedad P y decbe probarge que tanbhidn n tie

‘

ne la propicdad P .

Lo forrmlacidn del Principio de Induccidn Puer—

te es cono gigues

‘

1. P(1)
2. Pora cuslguier n orbitrario, si P(k)
parae cualquier k < n, entonces

P (n)

s 4

3« Por temto, pors fodo n, P(n) (%)

Esta enunciacidn taubidn asune, cono la antericr,

la existencin de uno prepicdad P(x) nere los individuos -

(%) Tonndo de Irving Copi; Synbolic Logic, tercera cdicih,
P.209. Ia veorsidén fuerte no eg independicnte de la aé
bil cn truto cs derwostroble usando cono regla de infe-
rencia o esta dltina. En 1o seccidn 2.3 sc propereio

ES




del universe del discu 80y due satisfaga las condicicnes
l. ¥y 2. s interecsonte anctar de otra parte, que esta -
segunda versidn goza de 1a preferencia de algunos autores
conocidos que 1o utilizan, por e jerplo, pare lo dencstra
cidn del conocido teorena de 1a doduccién; Al resnecto

Puedia verse lag Hartes correspondientes de los libros -

Synbolic Logiec, Introduction to Hathenatical Lozic v

Hathenatical Logic  de Copi, Mendclson y Xleenec respec-

tivanente,

Asinisno, de usarsc cuantificadores en 1a for-
mlaecidn anterior, entonces ocurre gue tanto n corno k sm
variables que deben ser cucntificadns universaliecnte, -
pucs la cuontificacidn existencinl de n conduciria al e=

rror de afirnar la exictencin del noyor ndnerc notural,

Ejenplificarenos con unn denogtracidn uy sen -
cilla el uso del Principio de Induceidn Hatendtioa, ver=-
sidén fucrte, Probarcnos, siguiendc o Copi en lo fundanen
tal, quc un s'stcaq‘lﬁqico que conticne log signos propc_
sicionales PyQyRySse00es ¥ solanente los operadores de -

disyuncidn " v n y conjuncidn ", ¢p funcionrlnente inca:

pleto en el gentido Guc no puede expreoscrse en &1 1o fun
cidn dc verdad conocida cone la negacidén conjunta (&) u
operador "daga", cue asuwic ol valor verdadero cuando to

dos sus crsunentos asunen ¢l valor falso,

na une denostracidn fornal del Principic de Induccidn -
fuerte a2l quc 1ds Ppropiciente se le 1laan Principic de
Induceidn conpleta,

(%) E1 norbre de negzacidn conjunta eg usado Por Guinc an
su libro Légicn Hatendtica ( Rev, de Oceidente, 1972, p.
63.). Estc operacor y el deo incoipatibilidad serian de-
bidos a H,, Sheffer (Pucie verse lo versidn deda por Yq;ﬁfzﬁ




~
(i

Conn el ohjeto de ostnblecgr cerrespondencia cn
tre el conjunto de férimlos del sistenn dade y ¢l conjun
to de los mineres noturales, definireros el cceneepto de

longitud de una férmula, lo cue no hoce Copi explicita -

nente en Symbolic Logic, p. 210.

‘

Lonzitud de una férimla F = Df, Es el ndnero

n de signos de que congto F gin contror los nardntesis

4T a0

o

centabilizondo cada ocurrcncic de PyQyR,;Sseesee "vH oy M0
coric un signo digtinto. Por cjermlo la longitud de "P v

P" eg igual o 3.

En lo due siguc descrrollance la dencstracidn,
s

I, Probarenos cuc uns £érmul- de lonsitud i~sual
X O D 3

a 1 no puede ger verdadero si sus coiponentes gson falsoo.
40

Cucndo una férmmla g(P,Q,R,....) tience longitud
igual o 1 ticae solanente un signo y éste necepariancnte
debe sor solonente una letra proposicion~l P, 0 Qy o Ry0.

neds no seria una féroula bicn fornada.

4.

«o PUCo de otro

En tento que los argunentos PyQ,R,... han gido nogtulados
todos como falsos, desde esta preniso (PyQyReve ) 1O Pue-—

de ser wnn férrmla verdadera desde gue eg ncccsarianente

1.

igual o wno de sue argwicntos. Por tanto heormos gotisfo—

=5

tehead y Ruscell en la introducecidn o 1o ¢ ounda cdicidn
de Frinecipia Jathenoiica (1927)). Pogteriocrnente Nicod
(1916), us~ndo sélo el operador dc incorma idad, de
sarrolld 1o 1dgica proposieioncl. Ledn Tost (1921) apro-
vechdé los resultados de Ficod y tarbidn trabajdé ¢l ope-
rador de incompatibilidad. Este cperader fuc peneralizad
a lo 1ézica de predicados por lioges Schifinkel aediante
1o funcidn U en un trabajec quo presentd cn 1920 o la So-

cicdad Intendtica de GUttingen.




- 20 -~

cho la pri.iera condicidn al derostrar cue uno ©drmula de
lonzitud igual o 1 tienc 1- propiedad de no ser verdade

ra cuando todos gus conponcntes son Telaos,

II. Para probar la condicidn 2. aswiirenos gue
cuclquier férmulo bien fornada cue ticne una longitud ne-
nor ¢ue n no tionclol velor verdadero curndo todos sus ar
gunentos son folsous. Desde esta postulacidn derostrarc—
208 Gue cuclouicer fériwle bien fornndsa gue tengs una 10&
gitud izual & n no puede tonop valor verdadero cuando to

dos sus conponentes son falsos.

-

Exanincnog una férmuln bien fornada arbitraria
nente tonnda cuno g(P,Q,R,...) le cuvc tiene longitud n Yy
n_>» 1. Couwo cs une férimle bien formoda ontoncos debe

tener una de lag dos forag sisuicntes:

€kl g ‘ b @

e gl(P,Q,R,....) ’ (P, sHymna)

20 gl(Pngﬂyoaoo) v ;:?2(P9Q9R9.ou)

donde g (P QyRywes) ¥ & (P,Q,R,...) son férmulags bien -~

i

fdmmczs juc tiencen una lopgitud nenor tuc n. Por tonto,
de confornidad con 12 postulacidn hocha cnteriornente, -
cada une de dichos fép@u as eg false cuando sus respecti
Vis arguientos FyQeRyee. son todos felsos. Consceoucnto—
nente, dacag dos férmlas cads una de las cualcs ¢s falsa,
tanto lo conjuncidn cone 1a &isyuncién “uc con ellas se
congtruyan t-obidn ¢ bfwf falsas. Tor congsisuiente, cual-
quicr férmula g(P,%,Ry...) de longitud r, dondc n ha gido

toardo arbitrariancnte, tiene el valor falso cn este caso,

- . 7
ITI. De cote-nonere henecs probado on log pard-
/ —LI ‘

grafos I. y IT. cuc las condicioncs 1. Yy 2. scii verdade~



r

ras ; luego, apoyandonog en el Principio de Induvceidn la

1Wtica, versidn fuerte, odenocs afirnar cuec toda férrm

-]
M

, bicn fornads del sistena que conticne log signos P,Q,

=g

g Yyt oy ®% %ieneg la oropiedad de no ser verdadera cuan

do sus arguncntos son falsos. Es dceir que en dicho sig

tena no se puede expresar la funcidn de negacidn conjpn—'
ta y, congccuentenente, no es funcionalnente conpleto.

/ ‘

l.6. DNecesidad del v.so del Principio de Induccidn Mate-

nética en las denostraciones 16gicas,

E1l Principio de Induccidn HMatendtica, ya sea -
en su versidn ddbil c cen su versidén fuertc, resulta de -
particular interds tedrico, debido a que sélo cn los ni-
veles muy clenentales de la 1ldgica sc pucde prescindir -
de su empleo, Sin enbargo, cu~ndo se desca dejar ¢l ni
vel intuitivo y se precisa dar unn denostracidn aun de -
algunas propiedades muy conocidas, cntonces las usuales

reglas 1égicas, cono el Modus Ponens, resultan conplcta-

nente insuficicentes para legitincr una prucba.

Por citar sdlo un ejenplo, tonedo de la 1légica
proposicional, anctarcnos cdue seria muy diffcil dar una
prucba no inductiva para la conocida tautologia de De Ior

C

gan generalizada a férrmlas de una longitud n arbitraria

7/

nente elezida,

En canbio, aplicando ¢l Principioc de Induccidn

Motendtico, resulta sencillo probar lo validesz para todo

L4

ny, de la siguicnte fdrmmlac




Para desorroller la dciiostracidn cs suficicnte
aplicar el .acencionado principic sobre el mincro de arsu-
nentos de lo férimla o tanbidn sobre le ndnero de ocurren
cias del operador "v" de disyuncidén, El conponente dere
cho pucde ser interpretado fdecilnente cono lo propiecdad

cue, por une tabla scnecilla, sabernos gue satisface la cam

dicidn 1. y, luege 0y, nediconte un razonanicnto sinple, sc
puede probar que dicha propicdad cs poseida por cl consc-—
cucnte de la condicidén 2ey asunida cuc la posce el ante

ccdente.

De otra parte, con las prescntaciones axiondti-

cas de lo 1dgzica, cincontrancs que cxiscte un netatcorens

gue es utilizado, cn lo quc podris 1llonorsc las axionati-

Estanos aludiendo al Teoreno de lao deduccidn, cuya dcn
tracidn inicial cs comunnente atribuide a Herbrand cn su

trabzajo titulado "Investigocioncs en tcoria do la prucha:

las propicdades de las propogiciones verdaderas", publica

¢o en 1930, La pruche cuc sc da para este tecorecna, a mi
vel de la 1dzica proposicionsl o de uno teoria de priner
orden, presupone la validez decl Principio de Induccidn -
lMatendtica, prefiridéndo frocucntogcnto los avtores el u

sc de la llanada versidn fucrte,

Por otro lado prescindir de 1la induceidn nate-

natice on 1~ denostracidn del Teorena de la deduccidn, no

es ung pogibilidad que sc rmestre clara, pues cn la nedi-

rd

da quc cn lig presentaciones oxiondticas generalnente sdé

1o sc usa cone regla de dediceiln ol IModus foneng, resul

ta comprensible que con esta ro gla no se tvicne un instru

nento suficiente pora probar un netetceorcna que es vadli-



do poro toda denwstracidn que conste do cualcuier ndoro
n de linces, puc as sucegivas aplicaciones del Modug
e

Ponens no garontizen 1a geieralidad cn este caso desead
~ = - £ A = et - = i on A I Drocoss 4 A
¥y @€ oer efcetuadas, nos conducirien & Wi procego inde-

finidanentoe prolongable ue no rewsiria los requisitos -~

de une »rucho conclusgive,

Por ger particulr riicnte relevante Para nucstrus
plantoamiORtus, resentarceios a continuacidn una prucha
el Teorena de 1a deduceidn para ol cfleulo Proposicional
clﬁsico, 1o sdsin que ha siads desarrollada por Elliot Ilen

delson, on su libro Intrcduction to llathenatiecal Lozic,

cono 1o propogicidn 1.8, 'Herwos decidido seguir a Ilendel
gon debide a que 1o coaprensidn de 1la dernostracidn que -

formlce s81lo denrnda dc tres axionas, del Modus Poneng,

del teorcna de 1a identidad ., ¥y cvidentenente, del Erinch

Pic de Inducecidn Mn tendtico. IEn couibio Kleenc y Copi, -

en sug librog antces citados, desarrcllan 10 ¥y 16 teorars

reg UOCblVQHLHtO, entes de dar una prucho bara ¢l ncncio-

naco resultsado, En algunos nonualces introductorios sc

presentan pruebas gue, Hor no ser rigurosca, no lag hei s
.

consideradc. ILos axionos a utilizorsc ¢n la denwstracidn

son lag férmules sisuicntes:

A‘I;. (A (B 2))

A2 ( (A >(B-.0)) »(( 2 B) - (4 .=C) ))
A3e ( (- B--a).s((~ B L) —2B)) (%)

T T N e et e e e e e e e+ 2 e e

() Cobe o tor rus ol giete - ie axicnas ladl por Skl
. . ® ¥ ’, . = = .

sCir T r 1o 1dgien proposicionold oo 22z gi wle e el

de Burecll g "hitcloeed y cue los L Pepeitocicice uostua~

les 4ol dilbvert Berneys y del hllacrL Ackernann, Sig-
tenas de tres axicras son touibidn el de J. auboln, gl
de Resscr y el de Lukasieviecz, Egte dlting parcce hg
ber gido el priaero on usar un sistena do sélc tres



La regla 148~ica de denostraecidn es ol Mecdus Ponens, cono

ya lo indicdyr v antes, y ¢l tecrcna de 1la identidad cs

la férmulea ). oy e

0mO paso Previo €8 conveniente formular

une definiecidn precisa de Prucba de A desde un conjunto

0

. @3
de férrmmulos bicn fornadas f s Guoe

1

on denominadas las bre

3

nisas de 1a pruchba. La cxpresidn F—A se lec "prueba -

- - ™ .
dac A desde | L

Definicidn ac "prucba de A desde o —A).
Es una sccuencia do 1incas Al, « oy An’ tal que A= An y

5 s W
para caca i, o A. es un axicna, o A. pertencce o { o A.
' 7 5 s gl 9 5
€8 una consceucncin directa, obtcnids bor alguna regla de

derivacién (en ecste caso el Ilodus Ponens), de linecas pre-~

cedentes de 1a gsccucneia,

‘

v

Bnunciado del Tcorena de la Deduccidne~ Si | og un conjun

to de férmules bian Tornadns (fbfs) y A ¥y B son fbfs, y

N
i

Foy Ai=—-B, lucgo! }— 1 s B,

La dencetrrcidn de ¢sta propesicidn es como Si-~

guer
: e :
I. Sca Blo.., Br un~ prucba de B deszde | U éA15
i : EE
en 1

2 que Bn: B. IEn csta etapa de la dencstracidn proba
TCes que el cnunciadc del tecrena sc cuilple para i=1, =
cste cg, gue 1la afirjaciéngAh—-A_*“;Bj ¢e 1ldgicancnte de
ducible dcsde 1a Postulacidn formuladé en el teorecia y

desde log axiones. Por definieidn do prucha, Bl sélo pue

de cstar on alguna deo lag tres siguicntes ondicioncs v

T e e o

axionas para cl cdlculo Prepogicional, con 1929,  seain
lo scfiala en su 1ibro Arigtotle o Syllogistic, p. 80,




todas ellas conducen al establceinicnto de iy~ A -+ B

. . r
Condicidn

o

) Bl pucde ser nienbro de | 3 Con-
dicidn D) B, pucde ser un axiona; Condicidn c) B, puc
de ser . Coio en virtud del axione Al (B—3 (A —~;Bl))

tanbidn un axiona, por tanto, para los caso a)y b)

),
0]

s¢ pucde aplicar iModus Ponens necdiante 1a afirnacidn de
¥ i by

B 1o cuc pernite el esta blecimicento de rkqum—_aB En

el casc c¢), cuando Bl 8 4, Ocurrec que |- A-—A,Bl es un

tecorena debido quci- L —=.. es un teorcrig previenente

)

denostrado, y, por tanto, se cunple QM~~A-*~¢B1.

‘

11 Prubapomos ahora-que parc nucstro - netateo
rena, la condicidn 2. de 1o vcrqién fuerte del Prinecipio
de Induccidn Matendtica se cunples Para ello asunirenos
que sc cunplofp~rﬁ ----- ‘»Bk para todc k nenor que cualcuicr
1 arbitrarirnente clegzido, Desde esta postulacidn probha=-
renos que es VDrdaﬂr:-uA“meBi. Por definieidn dc prucha

se plantean cuatro condiciones posibles Pars Bi: a) Bi
(

S un axiona; b) Bi cstd eni 5 c) Bi cs Ly y aA) B, se -

siguc por M.P, desde B. ¥y B dc¢ tol nonera que el subin-
J L3
. - - L - .
dice j es nenor que 1, ¢l subindice 11 cs nenor que 1 y 1la
férrmla Bﬂ1 es de la forna BJM—\B En los tres priricros
€asvs, cono on la priners parte de 1a dencstracién, por -
axiona Al., lModus Poncns ¥y Teorena de la identidad, cs le
gitina la ofirincidn ¢Gr ~*)Bio
En ¢l casc 4 n tanto ¢ 110
tn el case d), en tanto que henos asumido -
quc cl teorecnn sc curiple pere todo k nenor que i, enton -

” s
ces pocdenes afiraar ls validez do ﬁ-A'“>Bj ¥ e ¥ beep—>

(B._-eB.)(dcnde B~>B, cs la féraula B )y pucs ya heros
J i J i ] ‘
asunide j <i yn <i, Consocuontcmonto, POr axiona A2,

stableceinos peme (4 sy 3385 ) ) =2 (A 5B.) —>( L s
& CCLOE |- ( /(EJ Bl)) (( 'BJ) >(L4 /Bi))’y



desdc estos férmulas, nedisnte dos cplicacicnes del lModus
= . ¢ ) -
Ponens, podenos aflruar.’"*~g-w>Bi.

‘

I1I. Habiendo probado quce sc satisfacon las con

pi &

¢

C

dicioncs l. y 2ey ¢l prdxzinc poso es gencralizar cl teore

nha para todo i y, por tanto, coro ié:n,lfm?,tpdo ny csto

€8, parc pruchbas do cualquicr minero de lincas.

s pertincnte sefinlar que la prucha antcs desa~—

! 4 5 . . ~ -
rrollade, adends dc rigurosa, s

En espafiol pucde verse la denostrocidn generalizada de es

te tcorei cn ¢l libre de ii. Soeristdn Introduccidn a 1la

Ldégica ¥y 2l anflisis fornal, pp. 163 - 172, Sin enbargo,

la exposicidn de dicho autor, hecha desée los axionas del
sistena Hilbert Be noys, os verias veces nds larga quc la

elegida pars cste trabajc.

~

La denostracidn del rictatcorenn anterior ticne
copecial interds tcedrico debido a que denanda la utiliza-
cidn del Frincipio de Induccidn Motendtica como una rogla
de infercenein que no aparece oxylicitp cn los lenguajes -
1dgicos en los curles sc lo dermwestra. Si considerancs -
que tal vez la caracteristica fundaiental de 1a 1égica -~
conteopordnen es lo pretensidn de realizar derivacioncs -
de acucrde a reglas definidas ¥y cxplicitas, entonces rosul
te
1a

¢rprendente que cn las presentacionces axiondticas de

0
0]

&

1dgica sc asuin, sin nostrar nayor interds on dar jus-
tificacidn algunc, lo validez del nencionads prineipic co
0o si se tratare de uno regla de deduceidn iy cspecial y,
cicrtancnte, lo suficientencnte cvidentc cono para tonar-

se la nolegtia de haocerle explicita.

O



El »afirnar quc ¢l Principio de Induceidn N"&
ndtica no sec enuncia expresanente qen las axionetizacio-
nes convencionnles por que se lo enplea para denostrer -
netatecorenas cuc, cono talcs, no pertenccen al sistena
presentado, no seria una justificacidn satisfactoria, -
pucsto cuc usualmente tonbidn es necesario definir expli
citamente las propicdades netalingliisticas, Lsinisno, =
la prescneia de teorcnas cono la equivalencia dc¢ De Mor-

gan, anteg sefinlade, dentro de un cdlculo, estd expresands

[
o]
2}
@
O
©
=
Qy
o

de asunir dicho principio corno una regla de
‘

inferencia a nivel del lenguaje objctoe.

Adends el estatutc del Principio de Induceidn
HMatendtica on las presentaciones axiondticas no cs sene-—

Jante 2l del lModus Ponens, pucs csta dltina regla no ne-

cesita scr justificada intuitivenente debido a gue pucde
cxpresdrsclo fdecilnente nediante une tautclogia, y, por
este nedio, probarse guc se trata de una regla de deduc--
cidn respecto a la cual 1a propicdad de ser verdadero -
¢s herediteria. En cembic el principioc nencionado no -
tienc la formo de une tautologia y, por afiadidura, hay -
un serio inconvenicnte que inpide expresarlo nediante uns
tautologia. Este cstd dado por cl hecho de que la gene-
alizacidn inductiva es expresada por una férimula cus nti
ficada universaliente 1a misna que nc cs definiblc, en -
general, por una funcidn de verdad de cnunciados singula
res, quc ticne la linitacidn de presuponcer un universo fi
nito, lo cunl transgrede cl sentido fundanental del Frin

cipio de Induccidn Matendtica.

De otra parte, 1a presencia del quinto postula

do en las pruchas 1dgicas no sdlo Planteca la cuestidn ro



locionzdx con su legitindidad sino tanbidn lo referente a
la insuficicncia 4o las reglas de deduccidn, tradiciongl
nente 18gicng, para lo derivacidn de todas las consccucn
cics duce sc derivan de los axionas. ILog tratadistos ey
neralnentc no consideran 2l Principio de Induceidn llate=
ndtica cono una regla de inforencia de tipo 1dézico sino

quc adiiten sin discusidn su cardcter natendtico irreduc
tiblce Isto cs 1o razdn que estd inplicita en la univer
sal aceptacidn de la reduceidn de los axionns de Peono -
de nueve a cince *¥ , que supone que sélc los cuatro aX10
nas referentes o la identided no son aritndticos y perte

necen, pur tanto, o la ldgica subyocente del sistena. De

W
. s i . g » A 4
este norers se instituye ol Principic de Induceidn Meotend

tica on unn propesicidn estrict W,¢nto privetbive de una -
teorin aritndticn o aritriotizable. En consceuencia, una
fornelizeeidn de 1o critndt tica, desde csta perspective, de
be incluir entrc sus axionas extraldsicos ol principio -

noteria de este diseusidn,.

Ledimndisno, sl eg cierts cue en una axicnotiza-—
cidn 1ldgica sc pucde prescindir del Teorere de 1o deduc—
cién con 1o séla cundicidn de que no se perniton prucbas
desde hipltesis ¢ promisas, tanbidn 1o es que csta limi-

tacidn on

cl uso del nétodo axiondtico,
1o que seric pogar un proeio my card por prescindir del
uso de 1o induceidn nateindtic: . Por obra partc, cstc -
reeursc no cviterin la inbercsante linitacidn pPlantcada
por el heche de no poder instourcr ¢l misno Teorena de -
1la deducecidn por nétodog convenicionalacnte 1égicos,

" N IR AT ) " .
(%) BEn ¢l copftule IIT vercros que este rcduececidn pumede
ser adn anyor si sc foranliza 1o eritiétieca dentro -
de la tesria de los conjuntos.
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2.1 El Ilodus Poncens coae condicidn necesaria on las -~

pruches por induceidn,

En las sccciones precedcentes heros heeho alusifn

a2l Modug Ponens asuivicndo en cicrto nedo que es lo regla

dc inferenein cuc nejor dao cucntae de los usuclcs DIrocesos

]

deductivos que se reelizen on cl canpo de la Légzica. Cicr
tanente un argunente de hecho para justificar nucstro DPro

ceder nucde cstor dndo wor la constotacidn de cuc los sig

2
(@]
=
@]
s
o
fw
0

tenos 18zices mde utilizen al lodus Poncens co-

0 dniea regle prinitiva de infereancic. Asinisiio la sol-
veneio de tnles sisteonos ne se reduce 4 scr conocidos si-
no que son tales en 1a nedida que satisfacen e ngnera -
Probada inpertontes prépicdades netatedricas Yy por csto -
razdn sc fecurrce & acnudo o cllos para convalider denos-

tracicnes. Lsi, por ¢joiplo, Hao Wang para Probar gque un

sisteno 1dzice § es cunpleto, cn su trabajo Some forral -

J

details on predicative sot theerics %, prucha quc S es c-

l._l
16)]
&F
o
5

uivalcente a un s ' del tipo Hilbert-Bernavs cuya
q. oL y

S
conplecidn cs conocida, y, de esta nancra, cstadlcee 1o —

Pruchba.

i -~ =0 o 5 g | i ~ > ” <
vSpecllicancnte, considerancs sistoiing ccnoci-
desy ¢l de Whitchead ¥y Busscll contonide en 1o obra Prin

cipia lMathearticn , cl Hilbert-Bernays, cl Hilbert-Acker

nann, cl de Rosser, ¢l dc Iuckasicvicz, cte. E1 hocho -

de que cstos sistcrns utilicen ol llodus Ponens corno dni-

ca regla priaitiva de infercneic pucde ser constatedo cn

el casc del de Whitchend ¥y Russell rcvisonds el princr -

(#) Estc trabejo esta contenido cen Logic, @naputers and
S:ts, pz. 585.

B
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voldnen de Pincipic Mothennticn (pe94). En cl caso del

sistena Hilbert-Bernavs pucdc recurrirsc a 1o Irescenta-

cidén hocha por Menuel Sacris tﬁ cen Introduceidn o 1z I8

gice y ¢l ondlisis fornal; (p, 110). Ia Presentacidn -~

de Sacristin ho sido tonoda de los Grunca izc dor theoro-
k)

tischen Logik, Del Hilbert-.ckernonn hay traducecidn =

cspaficle  Tribidn para cste sistene y pers el de Rog e
pucde consultarse le excclentoe presentacidn hecha por o

Pi on Synmbolice Lozic pe 201 y ss. El sistorn de Lukasic-

vicz aludido cg ¢l presentado POr ¢ete autour en su obra

~ristetle's Syllogistic Pe 80 y s, Es pertinente acla-

rar ¢uce cstoe considerando al tlodus Poncens cone dnicea

regla prinditiva de infercncin on ¢l sentido que es 1a 4
. . e = . . _lﬁ“ A P .. . ,‘"

nlea que pernite realizar lao operacidn do scparacion, -

cénsistente cn indenendizar cl consccuentce de unn inpli

cacidn de su respeetive anteceden Ce

51in cabarge puede derse una razdn de cardcter
tedrico poare rencionor o la roferids resxla roitcradaLeg
te cn une - disertocidn sobre ol Principic de Induceidén -
Matendtica. Esto es guc pucde argunentorse gquc 8i bicn
¢s cicrtc cuc clln cs insuficiente cn si nigna para go-
rantizor prucbas que pucdcen cstablcecersc nor induccifn,
sin oiboargo forna poarte de 1a 155i0a subyacentc, inpli-
cita, cn ¢l Principio cn discusi’n. Una concepeidn de
este tipo sc crncucntra on ol trabaje de Henri Poincard

titulado Noturaleza del rozonaidicnte natendtico, # Sc—-

e M s M e, B e s e e e o e

Qﬁ) Publicado ¢n 1o gcleeeidn dc ensayos de Poinea ard,
. . eI 4 g . S
Fidosofia de la Cicnecisn (U111, Uéxico, 1964) PDe 217-
233+ /‘ntes fue publicadc en La cicncin y la hipdtce-

o e
=) L
—
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gun ¢ste - noteble notendtice francés, cl Principic dc In
Za

de oy =t o o e A h) 0 e G Y i o e 1 L - Y ~
uceidn IMate tica no cs otra cosn cguc una forrmla que -

condcensn unt infinidad de inferenciag del tipo siguicntes

El tcorena cg cicrto pore ol ndnero 1
Luego, s1 cs ciecrto parn 1, es cierto poara 2

Entonces cs cicrto para 2

0

Iuego, si cs cierto pars 2y ¢8 cierto pera 3
Entonces ¢s cierto peora 3 asi succsivarcen
7/ , e

tCe

Poincard dencninn a esto una cadena do silogis
no hipotdéticos, sin citbargso, cono cg claro, sc trate nds
bicn de uno cadena de aplicaciones de 1o cuc los 1égicos

1lanen universclientc resla del lodus Ponens. FlL silogis

no hipotdtico oz reinnric, que no cs otro cocsa quec la expre

’

sién de 1la propicdad tronsitivo prra ¢l condicionanl, sdé-
1¢ nos rutorizaric o establecer auc ¢l priner antecedcnte
inplico ¢l dltiic c ngoceucnte hers no nos permitiria atiy

nar eatezdricancnte qu ¢l tecoreun se cuwnple pare los nd-

&y & T ]

HeTO8 2535000052, (041l) wuesy o riencs que apliquenocs cl

lHodus Ponens cono regla de scporacidne

En ¢l planteanicntc antcerior parcece due de algu
na nonera sc cstd suponiendo 1o posibilided d¢ definir cl

cuantificador universal cn lous silguicntes terninos

Df. 1. (¥x) Px = Pnl, Pa., Po

27 39 cocecoe

En le definicidn Df, 1 debe oswiirsc, do confor
midad con 1o o ae Poid ~a1dh 110 O oimMmonoecnte deracho
nida O v ddec oincarc, cuc cl curmonente derecho
de lao equivnlencia cs un conjunte de infinitos elencntos

Pai obtenidos cnda uno de ellos por Modus Ponens. Perc pa




] :

ra que lo definicidn sca corrccta no cs suficicnte quec -

cade propusiciin Pa. sca verdadera sino quc todas juntas

-

constituyan una proposicidn verdado &y, lo ndsne que no -
B s v Ly . . T 2N A =
podria ser otro cosa quc una nipotitica conjuncidn de in
finitcs conponentes. Sin cribarge no os posible definir
1o operneidn de cenjuneidn para infinitos conponentes de

bido a que nunca obte nlrlanqu ¢l valor de lo pretendida

Proposicidn conpucsta. No hoy conjuncioncs infinitas tavisl)

que, cevidenteiente, se adniten infinitrs conjunciones fi

nitasse

Poineard crn consciente de 1a 1initacidn antes
sefialada, cuncuc cn cl ensaye citado no proporcions riayor
detolle. Le sclucidn quc prepenc ¢s fue lo equivalcncia
discutide ¢z josible en cl cspiritu Hor una gpcrdcién de
sintesis muy canceic Ly que sc inpone o nuecstra rezdn. De
esta noncrn considern al Principio dc¢ Induceidn M&tcﬂéti
ca un cjenplo tipico de juicic sintético Q priori que -

expresa lo que ¢s el ragonomicnte nrtendtico por excclen

clia %,
Enpero, sin identificarncs con ¢l apriocrisno -
de Peincord, nus porees cuc on 1o fundainental cs defendi

ble la tesis de que cl Medus Penons os perte de la Ligi-

~ s o o oy P 3 e e 3 cl1y mns L eyt on el
ca subyncente cn lag denostracicnes por induccidn roternd

. e e e e e i e e st At Bt

(%) Ru ussell, cn Intrcduceidn o 1o Pilosofi~ Moo tonatica p.
oL fnvonatica

474 cbjeta 1o tesis de Poincerd., En lo scecidn B2

discutirenos cste brobleps,. Sin erdargc cs inportante
scfinlar cuc 1o conoepcién de Peineard del Principio de
Indueeidn Moteudtica cong juiciw sintdtico a priori de
micstra clarnguntu quc cote nntendtics cstuve lcjos del
convencicvnnlisno radiecal guc uoual*“rtc sCc 1c atribuye,



tica, en el scntido de que 1o volidez de dicha regle cg-~

1 - il

t4 presusucsto Accesorinncnte en la construceidn de csto
tine 4 pruches. Hucstro arguicentce sobre cstc asunto c-
vitard, al aenos por ahorn, cualguicr coiplicacidn liga~

da o conjuntos infinitos,

81 formwlizanmos ol Principic de¢ Inducecidn Mot te

mdties de la aanera usucl, entonces teoncrios:s

P(L1) . (Fx) (P (%) - 2P (x41))) e (% ) P(y)"

Clarcnente cn cste cnse ningin natendtico invo
caria que un condicional con cl antccedente falso es ver
dadero porcue de hocerlo ¢clininaris la posibilidad ﬁo ch
tener uno conclusidn por scparacidn del corsceucnte. Por
tanto, toda denostrocidn notendtica por induccidén, asune
la validez de 1o férmula anterior y lucgo procede, de a-
cucrdo a la naturaleza del easo particulor, o probar que
¢l tcorens neeifico ﬁ“f*ufacc las condicioncs P(1) A
(¥x) (P (x ) ===3P (x+1) ). . continuncidnsc dgie L wa
lidez del teorcan o derwstrorse niedisnte 1o denoninads -
goneralizacidn inductiva e caxicto 2 ™ afirnacidn de -
(¥y) P (y), 1o cunl sélo os posible si sc suponc una apli

weidn do 1n regle. del Modus Ponens.,  Como pPaso interne

dio unn aplicocidn deo 1n regla de cjenplificacidn univer
scl es ncccgarin dera duc ¢l antecedente de 1o férrmln -
del principic en cetudioc puede coineidir con  las enrnc-—

L T 1
teristicns que cn un casc vorticuler tenge (P (x) - -

P (x +1) ). To cue h-co Pésible 1o restitucidn del ecum
tificadeor universal cs el eaplec de la rogla de 1a prueba
condicionnl ¢ del Teoresn deo 12 Deduceidn, semin sce ol -

CasS0. En lo prdetica no co neeesiric heecer explicito el



procese deserito, pero, on razdn dc nucstros fines, esto
hr 8ido nccesaris PRI poner cn cloro gue toda dernogtra—
ciln incuctivn dernnda que sc pruchbo 1o verdad del ante—
cedente del principio nencionado, pors concluir 1o de -

Su congccucntoe

Lo argunentacidn anterior os suficicnte paro -
() f
probar que la utilizacidn del llanado quinte pestulade -

de Peanco presupone la validez del IModus Pcnens ccno una

regla de inferencina con rcspectes a 1la cual 1o Prepicdad
de scr un cnuncindo verdaders os hereditarico, Rste reo-

s tado nos pernite sostencr cuc cl HModus Poncns cs con-

dieidn nccesarin para lo aplicaecidn del Principic de In
duceidn IMatendtico y auc ¢stc, o su vez, cs condicidn su

ficiente prro ascgurar quc cl Modus Ponens  he gido uti-

lizado. +81lidsno, cn la nedida que las condiciocnes neeg
sariogs de unn formwlocidn no son otro cosa gue los presu
Pucstos pore su validez, csto ¢s, su 1ligica subyaccntoe,

lucze podeiwos ascverar Guec cn cgte sentidoe 1a reglo do in

Terencia do separacidn, antoes aludida, forno poarte de 1o

1égica ¢ ubyacente en  tuda denostracidn natendticn por
induccidn,

2.2. La cucstidn plonteada por las 18sicns guc nreeein-
2 £ | ! ,

den del Modus Ponons (Los sistcias dec Nicod y de

Herbrand )
b plend

Pucden hncerse al nen s dous obscervacioncs al -
Planteanicnto antes desarrollads, Io princra seria el -
scfialar que cs unn cuestitn de hocho auc sc han construi
do gistenas Seicos satisfactoerios como el de I, Jean Wi

cod que utiliza unn regle de inferenein distinta a 1a



ol

agul postul-de, y, consceuenteiiente, podrin sostencrsc

duc si sc users dicho gistcic on 1- fornclizacidn de 1o
7
suponer ol Modus Poncng

o

arit:idtica, no scris nece
Lo segunde podric ser toncds de unn de las consceucneciags
nds intercsontes del llanado tecrenn funderwental de Hep-

brand que inplieca cuc ol lodus Penens co onitible on 2

teoria de 1o curntificacidn, 1~ cu juede construirsc uti
lizands los 1lraadas "reglas del pasaje", las dos reglos
de genornlizacidn y 1o regle generelizada de sinplifice-
cidn. Lz corrcccidn do cetos resultados con sus respee~-
tivas linitocioncs heo sid verificada y cunentada, cntre
otrig, por Durton Dreben on sus notos adjuntes o 1a pu~-

blieacidn do los trobajos de Herbrand contenidos en Fron

Frege to G8acl de von Hed jenoort,

I'os dedicorencs chern o cXainer enn almin dc-
telle 1la nri ore obscrvacidn L0sible, Ficod ¥ cons truyd
un sigteon 1dxico reducicende los u sucles operndores de -
1la 1égicn proposicionel n solonente ¢l cperador de incon
patibilided, con ¢l cual cs Posible congtruir un sistcan
funeicnnlncnte cernpleto dehidn a fuce pernite exprosar -
cualquicra dc los 16 operadores bincrios pusibles. Dales
las restriceiones dcel lengunje de Micod, no c¢s pogihle -

-

for wlor on su sistenn dircetocnte ¢l Iodus PPnens sinc

su cquivolente, Sin enbarge 1o re~ln o inferceneia usa-

(a0

G ne os justorcntoe cquivalente o 1o forma condniea do -

re T e AL oy~ e ¥ 1 ST men (9 o
A rozlE de SLpAraclon, pucs su csquena cg ol siguicntos

S s e e e s s

X L1 respecto pucde consulte TR val, Symbelic Logic, p.
268. Fl sistenn de Nicod +e 41bién  cs  intorcsonto -
porguc use ool\ un axionas




"Desde Py Po / « R/ Q sc inficre Q"

Realizondo conocidas transfornocicncg, cneontrs
nos quc ¢l eguivalente en notacidn usual de la rogla de
Hicod csgs

"Deadec Py P—> (R.Q) sc decduce QY.

o pucde verse fdeilnente, ¢l Modus Ponens es un caso -~
Con v fa 9

rticuler de cste esgueiin cuondo sc sustituye R por Q. +
oro, adends, sc pucde constatar sin dificultad que 1o
Priqj 9 2
regle de Nicod cquivale a 1o eplicacidn succsiva del lio=-

dus Poncns y dec 1la regla de sinplificacidn, lo que prue

b gue lo tradicionel regle de infoercncia es condiecidn -

necesarin vara 1o deducceidn cn ¢l sistena exaninado

Pore cxoidnar la posible objecidn basada en .-
tthe €¢ laog congtoucneias del 1llanado teorcra fundanental

de Herbrend, contenido cn su trabajo Investigotions in

5e -

proof theory (1930), es nc ~gsario treoer o cclacidn algu-

nas enrncteristicns de su sistenn, que cs usualnentce de-—
i) - o ATy P o verha mvrevnad s S
noninado con 1o cbrevioture Q... BEn csta exposicidn pres-—
5 ‘
cindircinius de detalles tdéenicogs nuy claborados y nos li-
mitorciis o propercionnr, inforimlinentc perc con preci-
S

sidn, acucllc gue cs necesariv para cntender ¢l scntido

del arzuncnto.

(1) Ias llan~das "roslas dcel pasaje®, que puc-

den denotarse por ¢l por J, s Kh’ parn h = 1, ceeeeyb,50n8

°

Lo () 8 () 5 (B0)~p (x)
e r-(Bx) B (%) 35 (%)~ @ (x),

°

Bste resultalds fuc golialade por Ledn Post cn Introduc-

Eion to o gencral Thery of clencntaru propositions,cifra
.




éo (x) B (x) vz 3P (=) v Zj.
fozv () B () (Zv g (%))
5 (Ex) p(x) vz ; (Bx) (£ (x)v2Z)

°

6o Z v (Ex) B (x) ;5 (Bx) (zv g (x))

En cotos pores ﬂc‘ffriulis Sc gswiie gue lo va-
riablc "x" no es libre con Z. Commwbende las f£érmulas olon!
poncntes chtonenes ol par Kh; Jh, con lo cue tdnlizdnus
12 "reglos del posaje" poro el sistens del Herbrand. L8l
nisro ¢g un ppsu*tii; conceido, cxprecendc on QH por 1o
aropogsicidn 3,101, que poara cuclguier proposicidn P osc
pucde cbhtener otra cquivalente P' por aplicaecidn de las

regles anteriores, La férrmle P' sc denorina forne nor-

nal prenex y eos de la formos

(Qyy) eewe (@) 7 (v oeveey))
en lo quc cado (Qiyi) cs un cuontificador universcl o -
cxigtoicial quc lige o clgunn de 1ns variables y 1
cunles scn todos distintas cntre si. Cu~ndc tcdos log -
cuontifiend res existenciclces cnteceden o tudos los cunn
tificadores universeles, 1o férrule es conoceida cono for

oo norrel de Skolens

Una flrrwmlo P es une identidad nornal si oxis-—

te alguna forno noranl prencx P! de ella, desde la cual
¢s derivablce por nediovs conoecidos una identidad del tipo

g (x) v p(x)

gue Herbrond denonina identidad de princers clasc.

¥

T

Unc proposicidn P ticne lo propicdod

4
i

posible driver desde ella, nediontc un procesc de  sus-—



L&Y

tituecidn dec cegu de

39

Tetrars cunntificedores #, una proposi -
idn P! suge es uwn~  identidad nornnl,
84 uns yropoeicidn P ticne lo propigdad L, on~

tonces existc .l

X

breve, si P ticnc 1o

procancnte, i P cs den

ces P ticne le propicdad

Herbraond csta

su btevre.in fundanocntal
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Nala operseidln  de scprrocidn. Esto C8, NU nos perniten

afirner o partir de unc proposicién dadn 1~ verdad de una
. . P e o= - e N - - = ’

de sus proposicioncs conponentes, por 1o que nc hay razdn

porn que nlsunc de ellas presupongs ol lodus Ponens. Por

S

tante, dc las reglas nceecsarias nore construir una denos
bl oy o i
tracidn cn QT’ solanente 1o regla generolizoda de simpli-
¥

ficacidn pecdrin presuponer la validez del Modus Ponens, -

pucs, cono verencs o continuacidn ol forrwlar su cnuncin-—
do, dstn si permite la scparacidn de uno de sus conponcen

tes.

;T i v 51 PG . ~ .
® Licgle gencralizada de sinplificacidn D, " Si

cn une proposicidn verdadera (dencstrable on QH) la sub-
propesicidén P v P es recoplozada por P, cntonces cbtenc-

nos otro propesicidn verdadera,”

Lo validez de ecsta regla derivada en QH supone
la denostrr ‘bilidad de leo férimle Pv P = = P dentro de di-
cho sisteria. En c¢feete, core Burton Dreben lo ha scfia-
1ndo eon detalle cn su noto B o 1a ediceidn consultada, -
cste teorenn sc cstablece deinwstrondo cn Q "P v P ez p"
¥y "B —=4D oy PO sin nccesidod de recurrir o lo "reglno
de inplicaecidn" #+#, Por tanto, 1o prucha cn QH de unn -

proposicidén P, que tienc 1o Propiede

’

i»y Pucdc realizarse

o

sin nincuna dificultad con independencia del Iodus Ponens,

usando 1o resln seneralizade do 81’p11flc“01 N1 POrE. garan
tizar el rigor dc 1n operaeidn do scparncidn. Este resul

e e e e e e

H‘. Vido I UJ 1a Ibid()l.
##% Detolles de csta dernostraciin Pucden scr consultados

cn los notas L, B y D hcehas Por Burton Drchen o 1o -
¢bra de Herbrand . cn Fron Froge to GCdel, ppe 567 -
571,




- J. - - -’- -~ r 8] 3
tado ge siguc claranente de lo denwostrocidn antes deseri
ta y cg congidorodo por Herbrand de le rinyor inportancia.

- ’ .
rchen per su porte opinn que ¢s ¢l resultedo bdsico de

o

le. tusis soestenida en Investigetions in proof theory,

’)

Sin onbarge la denwostracidn rescfiada nmo tienc -
la fuerza suficicntc cono pares sustentor uno afirnacidn
cn ¢l sentido de cue 1o itnética sco fornnlizable sélo
con los nedics cxpresivos do Qq do talAnanora guc no sca
neeesaria la "regla de inpliencidn®., Esta posibilidac,
cuc debilitori- signifiectivanente nuestro plantceasiiento,
realnente no cxiste, cn la nedide cue ¢l nisnc Herbrand
motd cone une lirdtacidn de les congccucncins de su teo

reoa fundarental que ¢l Modus Ponens noe eg ordtible en -

unn teorin notendtien guo contenge hipdtesis, Nucstro -
autor no cntra en noyores detalles pars fundonentoar 1o -
exactitud de¢ cste dltino ascrtc, peroe lo arguncntocidn -
gue Ginos parn prober quoe la nenecicnada regla cs condi -
cidn nccesaria pora ¢l uso del Principic de Induccidén Ile,
tendticr cg suficicnte wara avalar 1~ oscreidn horbron -
tizna con lo dniqa condicidn gue ¢l referido principic -

sca uno hipdtesis.

o =t y Ve e 1N Aty P - R ) e "~ ¥ YA ¢ e
Ciertniente no ¢s nccosario neycr nrguncntacidn

para proboar cuc ¢l Principic de Induccidn Ilntondtica cs

1
TR S5 T 3 B BT ¥ - o2 S
una hipdtesis. 41 respecte basto scfinleor ruc es una Pro

Posicidn nceesaria para deriver cshoeificoiicnte las pro-

pogicioncs verdnderas de 1o critidticn y-por c¢llo hoy -
que afladirls con lag formnlizocicnes de clle o log  cmn

cingos cstrictoiente lfgicos, coie 16 hnee Herbrond -

tonts on Investigotiong in .f thcory cono cn su tro



bejo On the congisteney of aritl ctic(1931)=

2.3. Lo dewgtraciin de lo versidn fuorie del Prinecipio

Induccidn Hatcidtica desde 1o adbil,

(ﬂ
(s
L)

Cono una linitacidn de lo arswicn -

(S

3

tacidn procedonte podria, tal vCZ, GDscrvarsc dque nucstro

planteenicento earcee deo generalidad por cue no afecta o

s

la versiln fucrte del Principic de Induceiédn Matcndticn.
Sin c¢nbarso, sin execluir otras posibles reosp cstas a cs-
ta Lbjcciin, nos linitorcacs o puntunlizo ¢ue nucstro -
Plenteaniento si es vA1lido para 1o denciincde versidn -
fuerte del yrincipio analizndo, cn lo acedida gue éstq -
pucde scr deavstrada o portir de 1o cnuncincidn débil, A1
respeecte pucden cncontrarsc pruchbas alternativ-s con re-
lative feedlided, pero la que nosotros brindorcios o con
tinuecidn ticne 1n ventaja, poars nucestros fines, dc ho -
ber gide construidn dentro de unc teorin fornelizada de

ninerss cn 1o que se haco oxplieite 1o 1ldgieca subyaccnto.

intes de proscguir, tanbidn cs oportuno adver-
tir que heiws optads por une fornnlizeocidn dcl Principic
de Induccidn Ilntoendtica++ que podria no ser aceptada por
cicrtos posiciocnes intuicicnistos. Esto ¢8y lc cxpresn-

nos o trovés de uno forrulo 1¢zice ¢uc conticne varinbles
e |

lizedas por cunntificadores, que son denorninades, dentro

de una tradicidn inicin~dn por Whitchead y Russcll, varia

bles aparcntcs. Beto forralizacidn ticne inportantes Ai

S e S e e s i s e S s s s [ /

+ Vid Idcn. ppe. 618 ~ 628,

+% En cote case carcce de inportancic distinguir cntre -
o8 versiones Adbil y fucrtc, pucs vare unn ' posicidn

fileedficr slle ticne rcelevancin 1o ugada comd axionao,
esto ecs, la adbil,



fereneias tedricas con 1o preeentada, por cjenplo, por

Herbrand cn su derwstracidn de 1o consitencin Qu la arit
nética, lo cunl no conticne vericblos gperentess Do chra
parte, snctones que es gencraliente o la versidn fuerte a

1o que sc dcenourdine Prineipio de Induceidn Corplota,

Lo férrmula que denostrarcnos cormo tcorcra os 1a
simuicntes
(¥ x) ((#2) ( 2 < x—34(z)) —> A(x)) —> (¥x) A(x)
quc no cs otro cosa que la formalize 01‘q de la presenta-
cidn inforiel cuc hicirnos entes (Vid. sceeidn 1.5), con
1o varionte qgue no incluinos 1o priiera prenisa, cn cste
casc, por scr innccesaric, debide o cue 1a demostrecidn
presuponc que O ¢s ¢l priner nd:crq nntural y, on consc—
cucnecia, cestd dentro del ronge de z. Coro ya indicanos S

1o adopeidn de 1 & 0 conw princr noturcl cs irrclevante.

Bn lo denestroeidn sc utilizard ¢l tcorena do
la deduceidn, y sc tdgdrﬁn coro pieniisas alguncs tcorenas
de la Teoria Torinl de Mincreos de Mende son, los quc lis
torc.iwos o continuncidne Trnbidn sc utilizarsn Conoc re -
glas de infercnein algpuneas tautologing, cuc POor scr ry
conocidas no hree falta que 1las cspcéifiqucncs Trevianen-
te, ¥y lag reglas de introduceidn y climinncidn de cumnti-—

ficodorcs,
Tl/o B ‘( ‘tl 1’ O) ,
T2, 2(0) o (1) ¢ eve o 4 (K) = (%) (x Ll—3zi(x) )

T3.'t5§fr =t < r' (En ~delnnte prra designar al sucesivo

dc t usarcics 1~ oxprosidn ')

The X = y—on (L (X,%x) s L(x,y) )
D2 Z‘ngi' =y <if5f' S —"



L1,

...4_4 —

Lo demcgtraeidn cos cono sisucs

suponganos una propicdad tal cono B(X)l quc seca en de
talle de 1n foran (¥2) (2 g{xw—>A(2) )& DProbarcios
griners on ogto l\ri;.‘;orc prrte que O ticne 1o propic-—
d~d By cste cs B(0)s En 1o scounde parte probareios
guc es verdand B(x') sienpre que sc supongn que sc cull
ple 1o hii cosis inductive R(x).

B bs

1. (%) ((Vz) (z<x-50(2))—=4(x)) Pronisac.

/

2. (Vz2) ( 2<0-3A(2))—>4(0) EU cn 1.

3¢ ~. (2+70) ‘ 2 I

4e (2 <0 —54(2)) i IR TN (’p —>q) v P -

- con 3.

5¢ (Vz) (3 = 0-—~34(2)) 3, GU.

6. L(O) 2y 5 1P,

Te (Vz2) (200~ 34(2)) 6. T2 (pora k = 0)

8. B(0O) 7 c¢s B(0)

9. (vx) ((V2)(z <" x—s4(2))—3 4(x)): —B(0); (Hay
unc. prucba de que B(x) sc
curtple para x = 0 ).

1. (Vx) ((Vz)(z < X-30(2))--=34(x) ) Prciisa.
2¢ (Vz) ( zslma 5 4(z) ) Hipdtesis inductiva B(x)
30 (V2) (2 <= 3 A(2) ) 2y T3, '
4o (Vz) (z<< .X'r_:A(z))~m>;(x') 1, EU.
5. L(x1) 3,4 MP.
b BT XY 38 %! v z=x' If., 2,
z) 35 EU.
8o 2 = X' —5(A(x')-—.i(2) ) T4 Sinctrin
(

9. L(x') -

To <l XVl

’

z=x'-=4(z)) En 8 Exportaciln,Conrmt.

/

y nucvorente Export.



10, z = e el ) 5,9

1ls 2= x'=a4(g) 6,7,10, por toautole
sin ((po=(q v 1))
(g—52)s (Penz))—>

/ (P;—%u) ‘

12, (Vz) (zii:X'~~4§A(z)) Gen. cn 11,

13. B(x') 12 c¢s B(x')

14e (Vx)((Vz)(z2x-3002)) >u(x))e— (vx)(B(x)-—>

B(x')) Estc prsc sc justi-

dcl Teorena de lo -
Deduceidn y Genera-

lizacidn U.

/

T1T. Desde 1o estabvleeido en T 11 y el Princi»nio de In
y 3 L =

Vi

de

con

duceidn Inteidtica obtenciws Pe——(Vx) B(x), Vale de
cir, henos obtenide une prucba a partir de 1o preni-
sa P ( P designo abreviadaionte la Hriners linea de
I y 1o prinere linca de IT ) que nos pernite genera-~
lizer 1o propicded B(x) o tode ndneoro notural. Lho-
roy por aplicacidn reiterada de la regle de Ejeupli-
ficreidn Universnl cbtencnos Pr—3x <3 x—p 4(x), ¥
por THe y 1Pe Toneres PL»-»;(X), ¥y oplicandc 1o
glo de Generalizncidn Uaiversal y nucvacnte ol Too-
reiw de In Dedueeidn, p—--o Pz (Vx) A(x), que, dotg
1lendo P, c8 r—— (Vx) ((V2)(2 ~<x--si(2)) —3 4(x) ) >
(V) L(x).

sntes de ternincr cst~ sceeidn hncciws 1la snl-

end de que cunduce nucstre formelizeecidn del Frinecipio

’

Induccidn Iloten i no c¢o neecegsarianente conpatible

cl intuicionisno, sin cibarg. nucstro tesis sobre cl



cat~tute de condicidn ncecsoria atribuido a la "regla de
inplicocidn®, cs conpatible con le llonadn 1d8zicn intui-
cionisto dc Genbzeny cuc 1n ;ncluyc cono uno de sus re-
glas prinitivas de inferencia. Do igual nancra, Adrei -

Wikolacvich Kolgonorov cn su articulo On the principle

of oxcluded ricdle (1925) desarrclle una 1légica intuieic

isto, aprovechande los resultades Brouwer, cn térrinos
alge uﬁs cxigentes guc los que posterivrnente utilizara
Heytinge. Kolgororov prucbe que cl sistena de Hilbert -
(1922) onra 1o 1dzica proposicioncl es reducible a sus -
igtero B gue permite desarrollar 1o i1 tendtice dn la
yuda del prineipiv del tercio cxcluidi. Dstc sistena in
tuicionist~ t~ bidn c¢s corprtible con nucstro plantearden

to cn lo nedida que utiliza el HModus Fonens corio rezla -

de separacid

¥ Nos referinos o los sistencs NJ y K. El si“tcrm N,
cstrictoniente intuicic ni't(, gs¢ Gifercneic dc NK por-
gue ne conticnce conu axiorn ol prineipio uol tercio ~
execluido.
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‘

Jed Lo versidn de lus axiocnns de Peano de Henkin.,

En un crticulc, titulade On Ilnthenntical Induc—

TLes (1963)*, ¢l conoecido investigndor Ledn Henkin anali
za cl concepto de definicidn por induceidn matendticn o
defiqicién rceursive, dentro del nnreoe de los axiones de
Peano, BEste trabejo sc inscribe dentre de una 1inca dec
investigreidn ¢uc fuc inieciada vor Skoleon cn s publica=-

a8

cidn The foundotions of olcnentarz arithrietic establis-

hed by ncans of the recursive niode of thousht, without

2

usc apparcnt variables (1923).

Henkin, cn ¢l .wenecioned. artficulc, propone 1eo
reduceidn de los tradicicnales cinco axicnas de Peano o
sélonente tres. Porn cllo construyc, usendo cl lensuaje
de la tecoria de conjuntos, un nodele tal corwo (17,0,8), -

cn ¢l que fisura un conjunte N que ticne n O cono & un

28

clernento y unn operacidn unarin § sobre N. Un nodelc a

construide sersd llonado de Peanc si satisfoc

@

lasg siguien

g

tes tres condieciones o axiorias:

/

L1, (Vx) (x & N—2Sx # 0)
L2e (VX)(Vy)(xyy & W, x £y —38x # Sy)
£.3. Si G cs un subconjunto de N tal quLe
n) 0 £ @
b) (Vx) (x = ¢ —s Sx €. G)
Lucge G= N

Interpretondo estos axionns en cl conjunto de

los mineros naturales y asocinndo 1a operacidn unaria S

# Ver rcefercneins on bibliografia.



con la funcidn succsor, tenenos que cl priner axiona ox-
presa que ¢l elenente O no es un succsor. FE1 segundo -~
sanciona cue dos ndnercs distintos ticnen succsorcs dis—
tintos,csto es, que 1o funcidn succsor cs inye cblvu. El
tercero cs 1la versidn conjuntista del Prineipio de Induc
cidn Matendtica que cstobleco para la interpretacidn da

da, quc todo subconjunﬁo de ;os ndieros naturales quc sg
tisface los axionas Ale ¥ 42. es igual al cenjuntoe de lcs
noturales. En otras palabras, cl tercer postulado cstz
blece quec cl conjunto de los ndnoraq naturalcs c¢s Unico

¥y, adends, ¢l ninino nodelo de Peano.

Conw sc comprende, 1o nocidn de nodele de Peano
usada por Henkin coinstituyce una generelizoeidén. de la ver

v

cxplicitanente lo cxistenciea

o

sién orizinal, pucs adnit
de estructurns distintas o los mincros noturales y dquc =
gin cnbarge pueden satisfacer los tres axionns fo rrladcs
As? por cjerplo ¢l con 1junto de los cnteros positivos pa-—
rcs cs un Jwdelo de Peano cono puede verificarsc fécil@g
te, intcrpretondoe el elemento O como el nﬁmcro 2y la o=

peraciln un~rin S cone 1n adicidn "z + 2,

Esto formmlacidn del concepto de nodelo de Pea
noy, fquc pernite cntender o los naturclcs coe un caso =
particuleor, plontcea intcresnntcs distincioncs quc por -
ahora, sdlo Suﬁal&rcqps Dora postericriicnte exaninorlas
con noyor detenimicento. Lsf, el tcnemos una inte erpreta~-
cidén M de los oxiornas ‘1 g L2 ¥y L3 ¥y ocurre que M cs un
conjunto isonorfo con ¢l de los milcros naturalcs, cnton
ces M es conocida bajo la dcnomdin~eidn de uno interpreta
cién (nodclo) "standard' para cl sistere de Peano. Pero

si M satisfoce los axicnas dados ¥y sin cabarso no es unn



cstructura iscncrfa con los n~turales, cntonces se dice
que I cs un~ interpretocidn (nodelo) ™o-standord® Hora
los axicnas de Peanc. E1 conocimiento de 1o existoncin
de les nodelos '"mo-standard™ ho plonteado intcresantes

discusioncs filosdficas cone vercios luecgo.

Volviende a2l andlisis de los axicnas dados, cn
controncs que se ho preseindido del eldsico priner axio-
neoque diee "0 cs un minero" y del segunde (a6. cn nucs-
tro liste de la sceeidn 1.3) cuyo cnunciando eg "si o Cc8
un ndhero entonecs su sucesivo tabidn cs un ndnero", -
Ello hr~ sidoe posible por los con@icioncc dentre de las -
quc sc he  lefinido ¢l nodelo (N,0,8), quc asuten que 0O
¢s un clcaento del conjunte de refercneia N ¥y que S s -
una operacidn en Nyesto es, que os un subconjunto del -
pProducts certesinao de N x H,,d cn otres tdérminos, que S
¢s una operacidn cerrada on HW. Estos condiciones de cons
titucidn del nodelo hacen, evidentenente, inncecesarios -

los axioncs onditidos,

Sin enbargo, la reduccidn de los axionas de -
Pcano con scr intcresonte no es cl Unico resultado impoy
tonte del trabajo de Henkine DPara nucstros fincs os tan
bidn fundonental la distineidn que cfcetin cnbre el con-
cepto de nedele de Teano y ¢l de rwdele inductivo. Este
ultine sc define coric une estructurn guc satisface ¢l a-
xiona A3, 1o quc 4 luser o que claranentc pueda afirmar
s¢ que tode nodelo de Peano es inductive pero ne la reci
proca. Medionte cjerpleos scneillos sc de:mcstra que e-
Xistce al mencs un nodelo quc satisface el axiono A3 ¥y no
ol axionn Al y que coxiste al nenos otroe nodels que satis-—

foce el axionn A3 y no el oxiono 42. Para el priner ca-



so se construyc ol nodele (M",0",S") que conticne cono a
su dnico clenento o 0" y define la operacidn unaria S" -
coric S O" = O, Parc cl scgundo casc da cono cjorplo -
cl modelo (N"", a, S""), cn ¢l quc N"" ticne exactancente

dos elenentos {a,b's La operacidn unaria lo definc Vx)

(s"mx = b). BEste nodelo no sotisface ¢l oxiona L2y DPOT=-
guc la oyurﬁcifn un~rin S gicopre da un volor conston-

te, PLI\ Sl SN ff‘C\, bl H,Xl\_‘_ 10, il—]— J\ I‘C uce Sﬂ nX /.é

Una sceucla innedinta de estc resultacdo es que

N - 3 A~ e
log prineros Gos

no scon rcfduciblces ol tecrcero en
el scntido de cue no son consecucncins 18zicns de él, L~
simisrio ¢l Prirciiio de Induccidn Ilntcendtica tonpoco cs

deducible de los postulados anteriores cn tanto que en =

cetocs no aparcce lo nocidn de subconjunto y por si riis -
nog son insuficicntes porn expresar la unicidad del con-

junto de lus noturcles y su gtotus de ofnino nodeclo de

Ok
—~

Peanc. Jsdends, tonando cono domdnio de intcrpretacidn -
el conjunto de los polininmius con coceficicntes cnteros to
lecs que ¢l priner cocficicnte c¢s }p-ncgativo, sc cneou
tra que pora csta intorppotacién il, y L2 son verdaderos

nicntras gque 43 es falso,

fedrisno este anflisis pone cn clerce lao espec—

/

| |

cinl inportoncia del axiona A3e 2uc 2 la luz de la orgu~—
he |

nentocidn dadn aparece core un anunciadc necesaric o di-

forencin dc obtres que nedinnte modificociones sencillas

1o prescantacidn cldsice pierden su /hlloluﬂ dec pos~-
tul~dos nccesorios ¥ pucden scr 0rdtidos . Do otra

ic los plonteardientes de Henkin sc deduce que debe
tormerse precouciones pore definir o los -bjctos quec satis

facen el axionn A3. conwo ndrercs naturalcs, pucs, COIO =



henos vistce, cxisten estructuras que son inductivas perc
cuc son dennegindo trivinles y ddébiles parn ser identifi-
codas con lus minieros noturclcs.

‘ ‘

3.2, Un intentc d¢ deduccidn del Prinecipioc de Induccidn

- B U . b K - L S, 3 A 3 ’m
Moteratico degde ung definiecion,.

Russell, cn Introduccidén a lo Pilosofio Matond-

tica, cxponicnds resultades de Principia Matherwwtica, pro

porcicna unn definicidn de nunero naturcl que intenta scr
lc suficicenteiente potente cono para derivar desde ella
¢l Principic de Induccidn Matendtica ¢ ironiza lo negoti
Poincaré o aceptor csta reduceidn. Para lograr su
objotive defince provinnente la posteridad de un ndrniecro -
notural comwo ¢l conjunto forqoado por tedos los elenentos

A~ e

-~ - - 2 - N e - I ~ s
cormuncs o todop los closcs hereditariong de 1los gune ¢l mu
‘ e

3

-y N " IR alm A1~ 5 4 \ ~ NI - A -+~ -~ e - ~ - 3 = e g
rerc noturol dodo og clenento., Anoctonos cue ng gitonos

textucliwcnte 1o versidn cspaficla de la Introduceidn o 1a

7 ey P S s MakordeS nn  BATES G Poadninan o670 Puode
Filesofio IMatenstica porguc cs defectuosa, corno pucde -

L

verificarsce revisando la scceidn 96 de Principic Mothena

tica, titulcda On the pesterity of o term.

Una clasc hercdinria =corno cs conoveido- se de=
finc coriv 1a clase que ticne corno clencnto a n+l sienpre
que ticne o ne La dcefiniecidn ruseclliana de ndiero nntu
rol os: "Les nuneros noturalcs son 1n posteridad de cero
con respeccte a la rclaeidn de ppodcocscr innediato (gpe

¢s 1la rceiprocn de sucesivo)" (pe 41 de Introduccidne. e

s
i)

Beto definieidn cqguivale o afirnar oue los n turales son
todos 1los clenentos cormnes o las clascs hereditarias que
tienen cunw elenentc a  cero, 1o que no es otra cosa que

el cnunci~de del Principio de Induccidn Matendtieca sino



que ponicndc énfosis on cuc los noturcles constituyen ol
ninino conjunte induective. En consceucncioy cbjetivanenty
ne parccc haber acui un-. reduccidn del prineipio cn estu
dic sin. un~ formlacidn equivalente, 1o que Russcll do
micgstras de aceptar cuando define o loso naturanlces coine -
ineros induetivos, algunas pdginas despuds. Sin enbar—
£0 los resultndos de Henkin no afectan 1o definieidn de
Russcll norcuc usan distintas interpretacionecs de la re-
locidn "sucescr"., Russcll presupone la noeidn usunl de

succsor cuc cn Henkin cs sflc un cose particular

Leimisno debenos scficler uno debilidad de la -
teeis de Russell si adnitinos, eomo cs us ual, quc tods -
definiecidn es un rccurso porn losrar obreviacicncs dentro

ofd

de un sistenn fornal y Guc, por tontou, sicnnré cs en Prin
cipic clindinnble ein producir ds nltq?mciét MUe Onyor

loboriosicnd cn ¢l desarrcllc deductivo. Concedidn esto
propicdad coro atribuiblo n todn definicidn, ontonces, -
ccro 1o tesis russclliona lc do 2l Prinqipio de Induccidn
Matendtica ¢l cstatute de una definicidn, podria inferir
sc que ¢ste cs on sentido cstricto crrditible pors el dosg

rrollo de 1o aritidtica, 1o que scris cicrtonente uno -

A

consccucncin dcsofortuncdn, Horque ne hay axicrntizocidn
s e =t v

de lo aritidtica, ya sen ﬂul tipe de 1n de Peano o dentrd
de una tecorin nds genercl, ¢uc prescinde en rigor del -
principio ¢n estudic., Por afiedidurn, 1o expresidn coc njun
tista de 1o ~ritndtica, secpurccnte 1o s rigurcsa pora
los oatemdticous, nedinnte 1~ tevrin de lns funciocnes re-
cursivas prindtivas, preeisa nccesaricicnte de 1o induc—
cidn nntedtien, lo cuc yo ho sido sciialado clerancnte -
por Herbrond y cs un resultado definitivo soncionndo por

el tecrenn de 1o reecursidn que desarrcllorcios on detalle



/

nis adelante. El articulo de Henkin, que henos citado,
estd on gron nedide dedicndo a exponcer ¢l tcorena de la

recursidn y toedas sus implicnnciis cn las llonadas defi
nicioncs recursivas o inductives. Todo csto significs,
0 ¢uc ¢l Principio de Induccidn Matceiiftico no cs una de
finiciln corno Russell pretenderin, © cuc cste nutor uti
liza 1o palabra! definicidn' en un sentido cn ol gue no
podeiws distinguirla en 1o fundanental del usc dado o —
taxiona' o thipdtesis' necesarin para ¢l desarrocllo de -
1a 'tcoria?

7 ‘

3.3, La versi’n dc los axionas dc Perno de Holinos(1960),

Uno sinplificaeidn alternrtive de los eldsicos
cinco oxicnngs de Peanc cs 1a cuc prescnta Holnos en su -

libre Noive Sct Theory (1964), dentro del narce de su -

teoria de conjuntes. Dsto prescntacidn tiene nencs gene
ralidad que 1o dc Henkin cn le medido gue cstd ferrmloade
espeecificariente pare el nodelo de Perno con stituidc por
los ndnieros nnturales, los que previciente son definidos
per ¢l auter de nonern constructiva, corno o continuccidn
se indien ,
Df. 3 (i) 0 =g
(i1) =x'=xU - XJ y

lo que cquivelc o definir eodn minerce natural coro cl -
conjunte de todos sus predecesores y, cunsceucntencnte,
castablecer pora cunlguicr ndncre notural n un procedirim
to cfeetivo para Obtenerlc o partir del clenento de basc
que c¢s ¢l cerce Desde luego, 1o porticularizocidn ren s )
zada por Helmos pucde ser seneralizads sin nincuna difi-

cultad cenn la scla adnisidn de obrns posibles interpreta

ciocnes para los nxi&nas. anbidn es factible porticula-~



rizar el sisbean para cl ndners notural, sin necesidad -

de dor unn definicidn, cono lo hizo Peano,

LQ? cxiocins proporeionados por Halios sons

Bl. O £ N

B2, 51 n & N ontonces n'é N

B3, Si S$- N, ysiO&Sysin'é& S sicnpre

que n & S, cntonces S = N,

En esta reduccidn tanbidén pernoncce el Princi-
pio dc Induccidn M L endtica que sc cncuentra forrmlado a
través del axiona B3. Adenés, los gus axionas usualces =
quc faltan, 105 cnunciados a7. y 28. (dc nuestro listado
de lo scceidn 1.3) que cxpresan lo inyectividad de 1a -
funcidn sucescr y cuc 0 no cs succsor, rosppctiva:ontc,
se dermestran cn cste sistens coro teoreras.

/ ‘

Lo deiwstrocidn de a8. cs innedinta. En el -
lenguaje de Halnos dicho nxi;uz es lo proposieidns

(n) (n' # 0) .

iei, desde 1o definicidn de n' sc deduce gue -

cecsoriancnte tlo

=

un sucesor cs igual a un conjunto cuc n
ne cono clemento o n. Desde que O cs, tanbidn por defi-
nicidn, icunl al conjunto vacio, lucge nt' es sicnpre di-
fercnte de O,

Lo propesicidn a7. cn cste caso es expresada -

oy
]
(]
oo

7
B5. (%n)(?n)( si n,v&N y si n' = n', cntoncoes

= _‘1).

La denostrocidn de 1a inycetividad de la fun -

cidn succsur no cs innedinta y requicre que previancnte



sc deruestren dos proposicicness

s un subconjuntc de -

/

o

(1) ninmin ndricre noturol
cuclquicra de sus elenentose.

(ii) Cadn clencnto Qo un minero noatural cs un sub-
conjuntc de 8I. 0, 1o ¢ue ¢s cquivalcnte, to-
do nuiwero natural es transitivo en ¢l sentido
de rue satisfacc la siguionto/condicién: si

=7 ",
Xe

¥y, ¥ ¢ B, cntonccs x i E.

Lcs detalles de las deqwstracicnes son fdeiles
de inferir de Bl = B3 y de 1la defimcidn de ndncre natu-
ral conc un conjunto. Es suficicnte sefinlar que anbas

cn cn 1o fundarental inductivas y que cen casc -

=

(@]
'

5]
6]
02
¢
—
o

neeesaric pucedce reeurrirsc o lo cbre citada de Helinos
Nesotres pasarcios dircetanente o la prucha de B5, csu =
nicndo los resultados anteriores, pora conpletar nucstra
exposicidn scbre ¢l ieecanisno conjuntista de rcduceidn -
de los clasicos axionas de Peono.

;a pruche de B5. pucdc hacersce por reduccidn -
al absurdo. Suponicndo que n y i1 son ndncros naturalc%
tornenos corno hipdtesis de la denwstracidn n' = nt' y (n#n)
Tuego, si nTn'y, por definicién de n', cntonces né& n' -
por hipdtesis., Sinén' y n! =1 U.gni luego cs vdlide

" 4
1o disyuncién (nén) v (n = nn). ELl segundo clenento de
lo disyuncidn sc justificn pergue ¢l scaundo conpoqcnto
de la unién cuc define a n' es un conjunto unitaric. Asl
nisne por un razonainicento wnélogo ncdenos establecer la
disyuncidn (nén) v ( 0 = n), Utilizondo 1la hipdtesis y
oplicando la tautclogin del silogisno disyuntive a cada -
unc de las disyuncicnes construidas nosotros tencncs nén

y n&n, Pero cciw henos asunido la V”lluLZ de la propc



8icidn (ii) que afirma cue todo mizcrs notural es transi

tive, del resultado anterior sc sizue que nén., Peru co

L b e I L L) L .. . oo o ~ay S -
e acents es uno propicdad de tode conjunto lo de estar

ineluidy eon 81 misno eoro subconjunte inpropic, cntonces

s¢ cunple no-n, con 1o que tendrinios que existirfo un -
3 ,;‘ S NI 8 T o o) ' &) ~ 7 A -~ a o~ -y

nuners natural fue scerio subconjunto de uno de sus eleraon
tos, 1o que ¢s exprescode por 1o conjuncidn (neo n). (n&n),
gue dicc en detolle gue ¢l nmdners noturcl n cs un subecon
Juntc del clemento n que pertencee ol ndiors natural ny -
1o due cuntradiec 1a proposicidn (i) vy, consccucntenente,

‘

estoblece ¢l teorena,

De cetn monera es cloro cuc cn la reduceidn -
realizade por Helnos no sdlo peormioncee ol Principic de -
Induceidr intendticn cone un axionn, sino que o su vez -
dstec resultn indispensable porn dencostror BS. gue cxpre
sa ¢l caracter inyectivo de 1la funeidn succsor, pucsto -

que las denostracicnes de los teoreiins previos o la prue

ba dada son de carncter induetivoe.

Lo difercnein entre los versiones de Henkin v
de Holnos c¢s gue 1o priers, por los condicioncs de cong—
truceidn del nodelo,: no nceecesita ni hocer explicitos los
dos axionns que criite ni denostrerlos.e Lo segunda, cn -
catbio, no aswie cww condiciones de construceidn las -
proposicivncs que .nite y de csto mmnera, cn 1o nedids -
gue clles sen proposicioncs verdaderas de 1o arituéticn,

sc vc cn lo nccesided de denwstrarles corno tecrenns.

1Ccro, nubas axicontizaciones, tal comoe han -

* ' 3 o~ . - 2 g e . -
sido prescntades, todavia son insuficioe:

5]

tcs pora lo derdi

e
L

vacidn de la aritr ticay, pucs pora cllo ¢s neceserio pos



tulnr odiciuvncliiente ¢l axionn de infinitud que pucde sar
formulado con tdérmincs de 1o eoxistencin de un conjunto que
ticne coiw clementos: a 0 y ol sucescr dce cada unc de sus
clenentos, lo cuc, cn otras palabras, cs la afirnacidn de
1o existenecia del conjuntce de 1os 1 nineros naturales con -

=

infinitoes clementos,

Bl oxionn de infinitud en cl ecso de Henkin se
encucntrs inplicite al afirnar 1o existeneia de N que can

tienc 2 0 y o toudos sus succscreg. Holnos y rmchos otros

.

notendticos hrcen expliecite este axiona. De otra perte -
reduccicnes anflogns o lag descritng son frecucentes cnleg
prcsoptaoiunus actucles de lo toorin deo los ndscros notu-
nlese Ofre versiln, onficga o los cltornotives deseri~

tas, pucde cneontrarsc, libro The stne

-
}ﬁJ
C
.
o
flasr
P
&)
A
~
b
P
(\
c

ture of the reol nunbers (1963) de losg autores L. Cohen

y G. Brlich.

El cstudio realizado de lag prescntaciones de -
1a aritrdtien, cntes doescritas, oreco justifienr la eon-~
jeturn de que ¢l Principic de Inducciéq otendtica ticne

un cstatute rnuy espeeinl dentro de clle. Lo estructura -
de lcs sistorns deseritos nos induce o scspechar que cs -
tanes ante una proposicidn no estrictoncente denostrables
De otre 1ado si bien de lus resultodes de Henkin se de=-

rive gue L3. ¢s unc preposicidn insuficicntc pora doedueir
de ella lo inycctividad de 1la funeidn sucesor y cl cnun -
cindc "0 no cs un suces.r", sin cobarge, de acuerde a 1o
versidn de doloos, cloarasente, ¢l Prineipioc de Induccidn
Tatendtice ce nceescric pera preber 1o inycctividad de 1la

LR S
fancicn gucessv,



Sl nnalizonos el sistoim ¢ ¢ Holnos, que DParcce
sCr nng sinple que ¢l de Honkin POr tener iicnos presupucs
tos, cntunces cncentrancs fluc ¢s posibdle establecer una
relacidn o nivel deo significado entrc Bl, y B2. y cl erun
ciade del axionn dc infinitud, pucs ocurrc quec Bl. csiciie
ce cquc O pertencee al conjuntc Ny B2, afirie fue si o n
¢s nicnbre de ¥ tobhidn 1o es n', nicntres que ¢l axionn
de infinitud reosulta c¢statuyondo lo nrodicadc or anbos -
axiones sino cuc cn términcs nds fuortes, debido & ~e ©go
adends unn nfirnneidn qué saneciona la togcin del con-~
Junto T que satisfoce las condicionos Bl y B2, En consc<
cuencis, porcee posible sinplificar adn nds la aritndtica
de Pcano, dentrs deol nnrec dc la tecrin de conjurntes de
Holnos, utilizondo coro axiones egoceificos sol“"ntc =11
ile

C
Ll

infinitud y ¢l Principic de Induccidn Ihtodtien, Po-

J

-~

1ein
O cono ¢l ijrinere de log noibredos né es otro coso cue -
la postulceidn de 1n cxistenein del conjunte de los nune~
ros noturnles, osunicnde o 0 como ¢l priner c¢lements do -
la sucesidn, cntonees ol scoundo de los noobrado: €8y, CS -
trchix“-bv, ¢l enuneinds aue pernite ¢l desarrolls del
isteon al posibilitor infore: neins legdtinas ende vez que
heya verificod: 1n oxistencin de w subecenjunto quc --
curiple con los condiciovncs fijﬂﬂg: Por el antecedente dcl
Prineipic de Induceiln Mrtondticn,
Lelrdsnog de esto suerte ol Principic d¢ Induc-
ciln Materfticn resulto funeionnndo nds proploniente cono
un esquenn cxiondtice cuc ezro un axicnn, en lo nedide -

. - a - sy A G 3 O L i A L 5 = ~
quc tedas las provusicicnes del 81zt guc tengon su for

na pucden ser consilcerados axicins, Desde esta perspeeti
- P 1 . 7. - . . I B i e
7Coeonguntistn, lo oritndticn es un sistenn con un solo

esqueln axizodtiecc espeeifico, on sentid: ¢estricto, que



—~

zeners, nfinites axionos o partir de los cu~lcs se efce
'

4

turn dedueceicnes par Modus Ponens.  Sin enbfrse 1o crito

lo\ fo

tico ne se descrrslls rig surosaniente sol-wnente o partir -

del esquena nxiondtics .icnecivnado.  Cono todo teorid rece

cy

site ndends definiciones de gtncetos statontives cono -
los de sunrn, smltiplicoeida, potoenciceidsn, cte. Esteas
definicicnes, desde 1o publicociln del troboje e Skole
cue antceg henes citndo, con usunlnente forrmlade s nedicon
te los conocidns definiciones recursives cuc los notend~
ticts tonbidn dencriincn definicicnes inductives. Coro -
Henlzin 1c¢ he cnfatized: cn ¢l crticulc antoes nenecionado,
¢stns definieisnes intuitiv-icente porceen justificwre so -
losente por ¢l enuncinde del Prineipic de Induceidn ete
niticn, erper: cste irpresi’n tucic conducir o error; =
cuondo ge fornnliza lo oritidtice dentrs del narce de la
teoric de los cunjuntos, pucs Ciche Prineipio en estc cg
so per sil ndsiic no justificn que 1~ funcidn utilizoin -
vora definir un concepte efectivaicnte cxita y sen, ode—
nig, Ynien. Porn legitiner 1o existonecic y unicidcd de

1o funcifn del definicns de un~ deofinicidn rcecursivo, cs
necegoriv donwstror. nreviooente un teore e conceico por

los note’ticos conw teore~ de 1n recursidne Pors debd
do o que la derwstracidn Acl roferide tecrein es inducti
ve(oungue sc utilizon tobidn otros propiededes de 1o -
teorin do log conjuntos), cntonees, cvidcentcnente, infe-

riics quc ounguce ol Principio do Induceidn linterndtica no

es condicidn suficicnte pnre cuborizor cl uso de defini
citnes rocursivas cn 1o aritindticen conjuntistn, cs, sin

eI TS condicidn nceccsmricn,

3.4 El teocre o~ d¢ 1- recursidn,

T~ or A4~ s -~ - S
LT :u]'.'{JU_ -v-'.JU ,C_x.,f I\,C\,x LINE 'gckXn, |

0
@]

cuirensil



ble y risurven si Propcereionmos un cjenple cue nos per=
Sdtn lue;o mhrecirr los nspeetos zeacrnles de 1o cucstidh
El nols nds frecuente eono los intendticos resuclven ol
problenn de introduecir on ¢l sisten dco 1o aritnadtien 1n
definieidn de lo cdieidn rore cunlguicr por de ndncrus,
o~ . q . . 5 3 . . o -
cs Iormwlondoe 1o sisuicnte definicidn reeursivi.
Df. 3 a) x + 0

D) x + 3y = (x + y)

Ds foeil condntar ruc uno vez guc se oswiic csto
definiei’n sc ticne un precedinmicnto efeetive pors conpu
tar o construlr fwedimate un conjunto Tinito de oosos  la
swiy de cuclcuicr por de ndneros a prréir del elenento de
base gue cs O ¥ Lo definicidn Df. 3 pucic ser cxires~dn
de nnerr afs senecrel, asunicndo cue en Jwrr de 1o odd-
cidn descaiws deofinir cuclcuicr funeidn arbitraris cue do
notarews per u, 1o nisnn Cuc no nccesarinente puede ser
definida do N cn N, cone en ¢l cns. citerior, sino toohién
desde N sobre cuclouicr otro conjunto cuc tensm un ele-
aento distinguido S¥ sobre ¢l cuc cxite unn funcidn £ -
de X en Z., En cste ensc 1o nucve Cefinicidn tendrin 1o
Torea:

DE. 4., a) u(0)
b) u(n') = fluln))

[®]

Sin enborge, los motc Wticis no cswien le oxis—

toneic ni 1o unicidod de 1n condiciln us; pucs onbhs con-

;

diciocncs sun Provodes nedinnte ol teore o de 1= reeursidn,

Lo exposiecidn dol citadc teorein, que formlare

nos o contintneifn, 1a hos tonnde de Heolios cun 1la dife
¥ BEs un W“c*’,ancciQ\ cwe de cupl* intuicioniut
Vo que los unicog Lbl]ﬂl@lun cditigibles on no
oran los de csto i Doy pucs gson n 1ns Unicnsg rug £0,
rontizar senpro :*uo los valurcs de unn funéidn scn oo 7=



rencia que afindimos lo condicidn de unicidad que no apa-
‘
rece cn la versidn original,

‘

Tecorecma de 1n Rececursidn.- Si o cs un clemento de un con-—

junto £y si £ es uno funcidn de X en X, lucgo existe -
o Unico funcidn u de N cn X tal quc u(0) =a yu(n') =

f(u(n)) para todo n pertenceiente a N.

El mecanismo dc¢ la pruche de este teorcme con-—
siste cn construir un conjunto u de parcs ordenndos(ngx),
tales que n= N y x4 X, de tal monere gue la scgundn com-—
ponente cs unica parn cada elemento n de los (n,x) perte
necicntes a ue De cste modo el conjunto u satisface las
condicioncs de unn funcidn y lo prucba de que para todo
numero notural n, la condicidn (n,x)~ u cs verdodera, sc
hace aplicondo ¢l Principio de Induccidn Matemdtice, que
de csta sucrte garontize gquc el dominio de 1a funcidn u

1

es todo ¢l conjunto dc los mimcros naturalcse.
Prucba.~ Para construir u como un conjunto de pares orde
nados, podcmos considernr, previamente, una coleccidn C
de todos los subconjuntos A del producto cartesiano de -
N x X« Tos subconjuntos A sc dcfinen por las siguicntes
condicioncs:

i) (Osa)‘" A

ii) 5i (n,x) & 4, cntonces (n', f(x))€& 4, donde

A es uns variable gue sirve para deg;gnnr a

cualguicr clemcnto de 1la coleccidn C.

Como ¢l subconjunto inpropio N x X satisface

T G e i i e o 5 e Wt e B Bt o e 4k it ’

culables acdisnte un oHroccdimicnto finitistico .



las condiciones i) y ii), entonces la coleccidn C no es
vacia. Satisface la primera condicidn porque O~ N ¥y
a > X por lo establecido en la hipdtesis del teorema, -
esto es el par (0,a) ¥ x I, Satisface la segunda con-
dicidn porque si n pertenece a I luege su sucesor tamkién

-

estd en N por B2.y, ¥ si x pertenece a X entonces f(x) -
1. o

también estd en i porcue por hipdtesis la funcidn T es

de X en Il.

Sobre la coleccidn C asi defini construinos
el conjunio u como la interseccidn de +todos los mienbros
de Ceo Tmego u es miembro de C por que satisface i) y
ii)e Lo primer norqgue (O,a) = L pars todo 4 de la co-
leccidn, lo que, por definicidn de interseccidn, estable

ce (O;a)-u, Lo segundo porcue de la condicidn (n,x)< u
se sigue ldgicamente (n',f(x))* u. BEsto debidq eviden-
tementg, e que para todo L se cumple la condicidn iii)

u . Ae Imego, de (n,z)% v se sigue (n,x)= A por -
iii), y, por defincidn de miembro de C, se cumple -
(n', £(xz) )~ L4 pare todo .. Consecuentemente, por defi

nicidn de interseccidn, (n', f(x))+* u.

Luego construimos un conjunto I integrado por -
todos los mimeros naturcles n y para caeda uno de los cus—
les existe un unico elemento x de X tal que (n,x)%~u. Bs

to es, si anbos, (n,x): uy (n,y)# u, entonces x = y.

Probarenos ahore inductivamente ¢ue el dominio
de u es todo el conjunto de los mimeros naiurales, demos
trando nrinero rue O pertenece a 3§ (explicitanente, O sa
tisface la condicidén (n,x) = u parc un dnico x) y luego

bajo la hipdétesis inductiva de que n <. S, nrrobaremos que



O -

n' = 5 (demostraremnos el condicional "(n,x) < u, para -
un dnico x- - (n', £(x)& u, pare un dnico f(x)n)

L. Probarecmos 0 € S por reducecidn sl absurdo,
51 se diera el caso que O no fuera miembro de 3, enton -
ces O deberia ser priners componente de un par (0,b), pa
ra b £ a. Considerenos ahora el conjunto diferencia -
u - (O,b)bf. Esto significa que en el conjunto diferen

s I ) e
Clza estan v

odps los celementos de u con excepcidn de; Qs

traendo (0,b). Desde que por hipdtesis para la Rii. a#b,
(0ya) no es ¢l sustraendo y por tanto se cumple . =
(0,a) = u - (O,b);\. El oon01010ﬁa1 "(n,x)¢ u~ i(O,b)}
ey (0, F(x))E u (O b) y es verdadero en la me—
dida cue suponer la nega016n del consecuente equivale a
afirinar que (n', f(x)) no es miembro del conjunto diferen
cia; lo que implica (n', f(x)) = (0,b), v de esta igual~
dad se sigue n' = O, lo que es absurdo porque contradice
B4, Por tanto, henos probdado que (0,a)éu ~ {(0,b)) y
que  "(n,x)=u = §(0,b); —s (n', £(x))Eu=(0,b)t

1lo que significa que el conjunto diferencia satisface les
condiciones 1) v 11) ¥y, consecuentemente u — < (0, b) £,
Pero si u - (O b) es miembro de la coleccidn Cy entog
ces eg un conjunto del tipo de los L y como u es por defi
nicidn la interscceidn de todos los elewcntos de la colec
cidn, esto implica por iii) u-. w - 4 (O,b); ;, 1o que es
absurdo porgue un conjunto no puede estar incluido en o-—
tro mds pequefio,

%

II. Lo hipdtesis inductiva para la demostra -
cién de la segunda parte del teoreis es n%-S. Como hipé
tesis adicional para una prueba por reduccidn al absurdo

. il 5 7 3 " % ~
asuniremos ~(n' < S). 8i né& S existe un dnico % de I



/

ta2l que es verdad (n,x) - u. Bsto 23, por hipdtesis, -
la sesunda componente del per (n,x) ecs udnica., Como u~ G,
entonces se cumple (n', f(x))& u, por IP. y condicidn ii),

puesto que (n,x)& u.

De la hipdtesis adicional pare la RAL. se sigue
innediatamente que c¢ebe existir un par (n', y)%ﬁu pars -
cloin v tal que y # f(x)e En otras palabras, la segunda
componente de algdn par, que tiene como primera componen
te a n', no debe ser unica. Construyamos el conjunto di
ferencia u - 5(n',y)gr, Como n' # 0, por un razonamiento
andloso al de la parge I, (0,a)tu - ﬂ(n',y) . E1 con -
junto diferencia tambhién satisface la cond¢01on ii), pues
el condicionel “(n,x)fu - ;(n',y)‘-m*%(n‘ f(x ))£Wrﬂ(n5y)
es verdadero debido a que si se supone que el comnsecuen-—
te es falso tendrianos que admitir que (n'; f(x)) es i-
gual a2l sustracndo y que, consecucntemente, f(x) =y, lo
gque es ebsurdo porrue contradice una congecuencia inme -
diate de nuecutrs hipdtesis adicional. Lo anterior prue-—
ba gue u - f(n ,y)} satisface las condiciones i) y ii) ¥
que, por tonto, es miembro de Cj; si es miembro de C, en
tonces cumple la condicecidn iii), esto es, vfhl—é(ﬂ,ng
bsurdo por la razdn esgrimids al final de 1o

lo gue es a

parte I. En consccuencic n'é S v el teorema gueda de::08

Como pucde anreciarsc, cl sentido dc abas par
tes de la demostracidn cg probar gue suponer gque u no es

funcidn lleva a »redicar une propicdad absurda para U.

La prueba degerrolladas none en evidencia que -

el Frincipio de Induccidn Matemdtica es condicidn necese



ria para la definicidn recursive de funciones en tanto

que el teorcua gue legitima este procedimiento lo presu-
/

ponc, FPor tanto, el cldsico quinto axioma de Peano no -

s6lo posibilita demostraciones sino tambidn definicioncs.

La demostracidn de la condicidn de unicidad no
la desarrollarcmos en detalle pero puede hacerse con rc-—
lativa facilidad construyendo . una funcidn u!? arbitra -
ria que satisfage las condiciones demogtradas para U.
Por un rdapido ramonamiento se »Hrobord tue estas funciones
coinciden en todos sus puntos, vale decir, gue se cumple

WY = .,

iZs pertinente anotar que hemos incluido une ex
posicidn detallada de la demostracidn del teorema de la

recursidn porgie

©

S8 un teorema nocsscryio para compren—
der los fundaaentos de la llamada teorfa de las funcio -
nes recursivoes, basc de los procedimientos 1dgicos fini-
tisticos o constructivos, que sin ecmbargo cs omitido en

manuales de nivel intermedio ccmo el de Delong, .4 profile
S

of lMathemetical Logic, que ni siquicra lo menciona. En
el libro, varias veces ya citado, de Mendelson, gue po -

1

dria scr considerado avanzado, se postuls sin demostrs ~
b A

(&

cidn el enunciado del teorema de la recursidn como la

gla V de la seccidn sobre funciones recursivas primiti -
’ ¥

vas p. 120,

Henkin, en el articulo antes mencionado, pro =

v
ie

porciona una dcmostracidn alternativa pero tambidn de ca
é

rdcter inductivo., ILa voersid e Halmos, quce nosotros he

mos expucsto, desarrollando detalles ¢ue no necesita es-

) T
4

pecificar un matemdtico, estd

J

bosquejada en el travajo -

de Henkin., DLa idea original dc¢ csta prueba se deberia a



F

1

P, Lorenzen y a los rcsultados de Hilbert y Berneys quie
nes desqubrioron la pruebe sin conocer la exposicidn de
Lorernzen. Sin embargo, la primeras versidn de la demos -
racidén del teorena de la recursidn, segin informaciones
del misno Henkin, se deberfa al matemdtico hingaro L. -

Kalndr.

3¢5+ La equivedencia del Principio de Induccidn latcmd-

tice _con ¢l princinio de buena ordenacidn,

Zinpero, la argumcntacidén dada pora fundamentar
el estatubto de proposicidn privilegi-da dentro de 1la arit
mética del uinto postulado de Peano ( esto en el senti-
do proposicidn neccsaria para definir y denostrar dentro
del sistoma  de la aritmética)podria, tal vez, ser obje
tada aducicndo que existen prescntaciones de ls aritméti
ca en las que el mencionado postulado aparcce como teore

ma. Para sustenter esta contraarguncntacidn podris sefia

&

larse conocidos resultados contenidos en algunos libros
de andlisis matendtico., Por citar un cjemplo, en el tex

to Ilecmentary Real /nalysis de Jndorson y Hall, el Prin-

cinio de Induccidn Mateadtica apsrcce como el teorema -
Th,2.12. I1 mismo resultado nuede cncontrarse en Hao -

Wang, Some formel details on predicative set theories, -

como proposicidn T4.8 (.598 de ob. cit). BIn cste segun

do caso 1z difcrencia es que, por scr un trabajo de for-—

O
et
=
O
(6]
ci
H

reecibén es mucho -

malizacidn de le matemdtica, 1= &
més elaborads porque hace explicita la 1légica subyacente,
Una versidn espaiiola de csta Dprucba, cuce cn lo fundqmen-
tal siguc a Wang, pPuede cencontrarsce cn cl libro dc J. os

terin, Teoria axiomdtice de los conjuntog, que cstd des

n
{5

rrollado a nanera de una teoris de nrimer orden con iden



tidad,

Como primer comentario a +tal demostracidn del
Principio de Induccidn Matemdtica, sciialaremos gue ella
se lleva a cfecto dentro de la tcoria dc ordinales, con-
siderdndose cn csote caso a los nfueros naturcles como el
caso particular de los ordirales finitos. BREstc hecho in
ponc una restriceidn a nuestra disertacidn en ¢l sentido
de gue sdélo haremos una presentacidn intuitiva de dicha
demostracidn cn la medida cue de otro modo tendriamos que
congiderar un conjunto muy abultedo de definicioncs y teo
rcmes previos cue son innecesarios para nuestros objeti-
VOS. Omitirlos no resta en lo minimo solidez a nucstro

pPlantecamiento,

]

)

1 postulado fundamcental, que hace pogsible la

s

1

referida denogstracidn, es el conocido principio de buena
ordenacidn, gue pucde ser cnuncicdo de le siguiente mane
7/ e

ra para los ndmeros noturales.

a) Cada subednjunto no vacfo de N ticne un me—

nor elenecnto.

Pera seguir el sentido de la demostracidn cs -~
suficiente tencr presente adicionalmente lz definicidn
de ndnero, que hcmos dada antcriornentc, y asumir gue el
antecesor es mcnor que ¢l sucesor cn tento, de conformi-
dad con la micme definicidn, es v4lida la condicidn x: x!,

que usualncnte sc utiliza nara definir la relacidn "menor

gue®,

La demostracidn cs por reduccidn al absurdo y el es

quema de la »prucba que a continuacidn expondremos sigue



la idea expucsta por Hao Wang que, a su vez, cn esta scc
cidn del trabajo antes citedo, utiliza resultados de von

Necumann y Bernays.

Se asunen como hipdiesis 4(0), (¥x) (2'x) —u
L(x')) y un contracjemplo arbitrarioc s i(x). TLucgo sc
construye ¢l conjunto W de todos los numcros naturales -
para los c¢uc nos cumple el Principio de Induccidn Mate-—
mética, csto es W = x / ~-.(x) -, aunque, cvidentemente,
cada elemecnto de W satisface el.antecedogte del principic

por ¢l principio d¢ hucna ordcnacién, el conjunto

o

Luego,
de ndmeros naturales, u ordinalcs finitos, W ticne un -
micnbro w guc ¢s su menor clcemento. Por definicidn W SO
lamentc ticne dos posibilidedes: (w=0 ) v (w=y'),
dos componcnies de la dsyuncidn conducen a contrzdiceidn
como vercaos. Si w = O, cntonces por hipdtesis sc cumile
le condicidn A(w) y por tanto m_(W6fWX, lo quc contradi-
ce la foraa como hemos definido a we In ca-o de que
= y', entonces, por definicidn dc nimecro, hay un ante-—
Cesor YV l“hOLu, y ticne dos posibilidades: (y.~ W) v
Ay W) ILe priacra opcidn implica cuc sc cumple la
condici’n ~- L(y), pero como (y=y!') v, (y' = w), lucgo
w no seria cl clemento menor de W, lo que nucvamente con
tradicce la definicidn de we Ia scsunda altcrnativa impli

ca que se cuaple la condicidn L(y) y, por hipdtesis yIP,

|._J

se tiene L(y ) pPero como y' = w, luogo~«(wt-W), lo quc
produce contradiccidn. /isi el teorenn gueda establccido
al proborsce ¢uc suponer la existcenecia del conjunto W, de
log enteros gazﬂtivqs no inductivos, por decirlo asi, con

duce a contradicecidn,

Bs Tdeil advertir gque si en lugar del cnuncia



do a) hubieramos utilizado la formulscidn cquivalente:

a') Dado un subconjunto de M guc no tienc un

-1enor clementc, cntonces, csbe subconjunto

entonces la conclusidn final dec 1a derogtracidn anterior
seria cue el conjunto W de los numeros notur-les gue -

no sotisfacen el Principic de Induccidn HMatendtica es va

’ —

Sin cmbargo la demostracidn anteriormente ox -
pucsta no cs suficicnte para autorizarnos a pensar que €l
juinto pPostulade de Pecano es reducible a una »roposicidn
mds primitivea., Puos existe otro resultado matendtico -
que establece gue asumicndo 1z validez del Principio de
Inducecidn ¥etendtica es derivable el Principio de¢ buensa
ordenacidn, lo ~uc equivalc a demostrar el tcorcas reci-
proco y, consecuentemente, cstablece gue ¢l principio de
bucna orimacidn y ol Principio de Induccidn Hateméticg
son 1légice.cnto equivalentes por implicarse mtuaaente,
Egte hccho confirma las intuiciones dc¢ Poincard fuien re
firiéndosc a la posibilided dc demostrar la proposicidn
gob:  la cual sc apoya cl razonaaicnto por recurrenciaf,
G

uc los cafuerzos 2n ese sentido sienpre conduci-

268 enn - i P SR S tat
rflan a presuponcer une hipdteosis caulvelcente™,

La demostracidn de le derivabilidad del Drinci

pio de bucna ordecnacidn por medios inductivos presuponc

alguncg .definiciones ¥y propicdades que cxpondrcmos para -

garantlzar la comprensidn de caste importante resultado.

) e i Sl B ek S5t e b

04 / ‘

+ Vid He. Poincard, ob, cit. pp. 228 - 229,



Df. 1. Il ndiero n c¢s cl menor (o primer) clemento de I
si MTN y (En) (neM . (Vm) (n<m . m £11) )

T1. 0 es el menor(o primer) clemento de N* ,

T2, ,Bin& NyM={mmna<n ;, lugo i =

e 2« In = Z m/m €8 , (Bn) (n<n ). Intuitivancnte ;-
\

In cg ¢l conjunto dc log anteccsorcs de n mds n -

In lo ¢ue siguc hacemos une exposicidn dcl teo
rcema siguicndo la versidn conbtenide en ¢l libro de Cohen
y Erlich, antcs citado, como tcorecua 1.18.

b) Teorcma (Principio de bucna ordenacién). Ca

da subconjunto no vacio dec n tienc un menor

(o primer) clemento.

La pruchba, como ya lo indicaramos, es inducti-
va, pero sc utilize cn cstc caso la llanada versidn fuer
te o principio de induccidn completa. L8inismo, Dor con
modidad demostrativa, lo quec se prucbe dircchbencate cs
la »ropogicidn ecuivalente gue dicec "ei M cg un subcon jun
to de ¥, y I no tiene un mcnor (o primer) elcmento, lucgo
es igual al vacio. Obviamentc, cn este artificic demog
trativo sc cstd utilizando le tautologia de contraposi-—
cidn,

se congtruye el conjunto X de todos los ndmeros

naturales cue no pertenccen a 1, K =i n/~.-(n% M) . Pro

baremos por induccidn fuerte cue & =1 y en consecucncia

e . s g . ot ) e it e e et it e

# Este teorema es presupucsto en la deiostracidn del prin
. T N SR . N - s 5 W
cipio de Imduccion fuerte dc la scceeidn 2.3. Tambidn
alli aparcce como proposicidn Tl



‘

I. 3¢ cumplc guc O€ K porcue como M es un sub
. 7 1 . . .
conjunto de¢ numeros naturales, si tuviera a 0 como mien-
bro, tendria un menor clemento, lo c¢ue contradicc la hi-
o %
potesis.

/

IT. Le hipdtesis inductiva cs quc todos los an

tecesores dc n' son micabros dc K, en otros términos, -~
7

7

A

Il’l ‘\‘ I{o DG

U

sdc csta postulecidn probarcmos que n'é XK, e
ra cualguier p tal que p=1l, cntonces ~~(p € In) porgue
In~. XK. Pero si p no cstd en In, cntonces cs difcrente
de n y de todog sus antecesores, y como nc pucde scr me-—
nor guc todos tllos porque O es un anteceseor dc n, enton
ces n <~ps Por T2,, n'<p, pues no cxiste un ninero cn
tre n y su succsor n', Lsi n! satisface la definicidn
de menor clemento y, desde que por hipotesis M no tienq

1 o T :_/_
mencr clcmento, entonces, ---(nté I por tanto, N K.
’ 9 s & 9

Desde T y II, cl principio dec induccidn fuerte,

se concluyce X = I, cgto es, cue ¢l conjuntec de los ndire-
o - e = - N J - 7 . L

ros naturales cuc no pertenccen a X sdélo pucde ser vacio,

csto cs, M= &.

Una demestracidn alternativa del teorema ante-—

2z

rior pero mas intuitiva nucde versc en ¢l libro de Ander

son y Hall, Elemncntary Rcal /‘nelysis, pe. 29

A

Por tento podemos finelizar cesta scceidn puntua

lizando, a la luz de los resultedos matcidticos expucstos,
que el Frincipio de Induccidn iinteondtica cs a nroposi-

o£L

cidn no estrictamente dosmostirablc dentro del conocimicn—

L §
®
0]

to matendtico ¥ que todo lo qu ¢ ha podido decamostrar no

®

es su derivobilidad, cn sentidoe estricto, sino la viabili



/

dad de formular hipdtesis 1dgicamentce cquivalcntcs.
Del mismo modo, la necesidad del rceferido prin
cipio dentro de las prescntacioncs axiondticas de la 16-

gica y de 1~ aritmética formalizada, parcce indicar que

ca
sc trata dec una proposicidn que es indesligable de las -
bases mismas de lo que podriemos llamar gendricamente -

log gsistcemas deductivos,

=



C.PITULO IV

L NO=C.TEGORICID.D DE LOS /XIOIL.S DE PE.NO .



4.1 iScn lus axicnns de Peano categdricos con indepen-—

deneia de la forna cone sc interprete ¢l Priacipio

de Induceil Matendtica?

=

;_,

Fl Principic dc Induccidn Matenstica cunple -

une funcidn decisiva cn 1o denostracidn de la categorici
‘ —

dad de lus exivans de Peance Si sc asunc que el princi-

~or-ntizo 1o cuscneia de "intrusos® con la sucesidén -

Pio &
de los ndnercs naturales, cntonces pucde denostrarse la

ategoricidad de los axionas de Peanc, csto esy, que da—

f

dos dos nwdelos arbitrarics poro dichos axionas, cnton-—
ces est s dus nodelos sicipre son isvacrfos. En 1la nedi
do gue ¢l mwodelo cldsico de lous axiones de Peano es ol -
conjunto de¢ los ndneros naturales, lo cotegoricided de -
le aritndética pucdc scr expresada, on cstc caso, cn tér-
minos 3¢ fuce cunlguier interpretacidn cue satisfage leos

axiones de }oalg(no@qlc) ¢s isconorfa c.n ¢l conjunto de

los minerss noturcles. En obtras polabras, si los nencio
nndes axicnos son categdricos, todas las interpretacio-

nes quc sc den de ellos son fundanentolnente iguales, =
pucs la relaciln de isonorfisno cntre un nodelo M y otro
N exige uno correspondcncia de "uno o unc"(biycetiva) cn
trec los clenentus de M y de N y que todo axiona sca ver-
dadere cn M si y sclancente sl cs verdaders cn N.De oin pert
si sc nostule que ¢l Prineipic de Induceidn Matendtica -

7

no inpide lo presencia de "intrusos" cn 1o secucncia de

los mmbturalcs, csto es, si ¢l conjunto de ndnerovs que hay

0

1 A 7 - -
cntre n y n' nc ¢s vacio, cntonces pucde construirse in
terpretacicnes de los axicmas de Peano guce los satisfo -
gon (nedelus) pero que sin ernbarse no scan isonwrfos con

¢l conjunto de los mimeros noturalesie

. e . S g s v ) i o, S o, S

¥ notanos cue cstn afirnecidn cs perfectamentce conpati-



4 oestos nedelos sc los conoee core "no=-standord" o "no-
2

clfsicugn su ucscubriniento sc reunte a2l trabaic de
J

Skolen titulndc Hathenotienl Interpretation of Formnal -

Systcens publicadoe cen 1934, Un nodelc "o stondardan, -
por definieidn, tienc une cstructurn distinto a 1a de -
lcs mineros notur-les ¥y 1o prucba de su existcenein eg -
une linitecidn irnmortante o 1- afirnacidn de 1o catego-
ricidad de los axicnes de Peanc y de la aritndtica. Ia
bPrecscenein de los nodelos "no stoandord" significa que 1los
axicirng de Perno perniten dar un trotanicnto general a
cstructurns diforontus,lo fue hoece pensar auc hay peccu-
lihriﬂndcsldc éotns que no son asutadas por dichc siste-
no formel. Bl profesor de nuestre Universidad, Francig

co Iird Quesnia, cn un articylo tituleado La objedén de

Ricger v ¢l Herizonte de la Ontologds etendtica, publi-
3 % 9 L

codo en 1o reviste Critien (nayo de 1968), intcryorete cs

te resultade cono una pruchba clara de que ¢l fornelisno

aludide no agote el concepte de ndiero naturcl, lo guc o
Su vez corroberoria 1o estoblecide Der el sepundo Teorc-—
na de Gidel, que scfinla 1 necesaria inposibilidad de que
un fwrnal;sac cxpresc conpletancente las verdedes de 1o -
aritndtica, o8imisiwo, este inposibilided se hace exten-

sive o tcdos los fornalisns quc centengan a lo aritadti-

ble con 1lns denostraciones de 1o cotegoricidad de los a
xicnas Qe Peanc utilizando 1os nedivs expresivos de 1o

1dzica de 1o Prediendng de scoundo orden, Una demostrg
eidn de oste tipo pucde cneontrersce el libro de Joel W,
Robbin titulerdo Mathernticnl Logic, a first course. A

prinere visto podrin parceer que cxiste contradiceidn -
cntre nucstro plontcardicento ¥y los resultaedos de Rcbbin,
sin cnbargo no cs asi debido a que 1a Prucba de cateso-
ricidad que c¢ste ~utor aporta este cxplicitanente res-
tringida a lecs nwodelss principeles ("full nodels" de




Una situ~cidn scncjante, a 1o plonteads por =
los axivnas de Peanc, cs 1o presentada por ¢l edlculo -
proposicionnl cldsico que no os categlrien por 1o scnci-
1lla razdn de que ndcinds de les interpretacioncs bivalen-
tes adnite tonbidn nodelos trivalentes, 1c ¢uc fuce denog
trade por Iukasicvies y Post, y csta propiedad pucde luc

80 scr gencralizada o nodelos n~valentces. Sin CcLbargo,

Q

0no es conoecido, el cdleculoc proposidonn .1, que cs la teo
ria 1égicn nds sinplc, os sintdetica y scidnticancnte -
conpleto. De cste n0do tenenvs sistenns no ente gdricos

due son incornpletos, cejenplifiendos por 1o aritnética

Tormaliznda y sisteins nco catogfricos guc son conplctos

conc el edleuls proposicional. TPor tontc, la no catego-
ricidad de un sistena no inplica, su inconpleccidn, pucs
del heeho de gue un sisterin posen la prinera propicdad -
no sc sigue quc goece de 1la sepunda.  Por toanto, la argu-
nentacidn del profescr Mird Cucsader si pretendicra consi
derar fuc los sistenas no eateglricos son nccesarianente
incompletos no se justificarin, aunque 1o afirracidn re-

ciproea sco corrceta.

‘

A

4.2, Tcorena dc G¥del y no=-cotesoricidad de 1e Aritndéti

Lo cexistencia de nodelos no-stondard" si cstd
ligndo o lus resultados del tcorena de GUdel, de incon-

Rt e e T

Peano. Proporcisnendo algunos detalles, juntualizanos -
que Robbin denota o lo aritsdtica fornelizada por PA, ¥
el enunciado que uo“ucstru cn 1o pe 162 es cl siguicnte:
"Sca P 1o conjuncidn de las clrusuras ”oﬂlqntc cuantifi
cadores universales de los cuatre axionos de PA.. Lucgo
P(o nms ore cisanente! P ) cs cutcrurlo rospoc%v o sus
nodelous principales", Lsinisno Oy Previanente, en lo p.



Pleecidn de 1o aritidtiean formalizada, pero en ol sentido
de quc cste teorena, on conjuncidn con otros resultados,
inplica que lo aritndética axionatizada no os categdricn
¥y, consccuentenentc, dcbe scr posible construir para c-
1la, al nenos un nodele mo-standard®, Este cs 1o inter

pretacidn que da Heo Wa g en su articulo The Axionatic

HMethod, contcnido en la obra yo vorias veces citade, a -
1o relacidn entre los resultados de G¥del y la no categd
ricidad dc¢ la aritndtica fornalizada, cono pucdce deducir
se de 1o cxyus;cién de los argunicntos de Wong que haraxs

o continuancidn+,

El nencionado tratadista prepone cl sistena Z
que presuponc la ordinaria 1égica clenental con sus no—
ciones de funcidn de verdod, cuantificocidn e identidad,
Los axionas de 7 son 1a versién de los de Peano dada por
Henkin, 1o nisna que herios expucsto cn lalsoccién ante -

rior 2l formulor los proposiciines f1,, A2. ¥ A3, con -

&

la Obscrvacidn de que cem el caso del segundo axiona, Weng
7

realnente utiliza une proposicidén equivalentc a L2, por

aplicacifn de la teutologin de tronsposieidn, A los -

tres axicnas indicados sc afinde cuntrs nds quc cxpresan

145, sc precisa por definicidn que los uUnicos clenentos
del modelo prineipnl de PA_ son los nineros naturales,

Es cn cinsceucnein claro qfic la prucha de categoricidad
cde Robbin coincide con ¢l easo cn cl que por definicidén
del nodcle se garantiza la nuscnein do "intruscs", Se

trata de unn Yecatesoricidad relotiva®, usando la expre=-
sidn erpleada por Wang pora soﬁq;ar cgta particulardidad,

+ Kleene cn Mathenatieol Logic, pp. 327-328 da une inter-
pretacidn cuc coineide con  la de Wong o las reclecio-
nes cntrc los nodelos ¢ "no=-standard® vy el teorcnn -
de incomplecidn de GBdel.



7S

las definicicnes recursivas de 1o adieidn y de la rulti

Plicacilén, counpletands asfi un conjunto de sicte axicnns

=3

que o continuceidn ecnunciarncs inforn~lneonte siguicndo el

estilo expesitive que Wang usa cn este ecasc %
7/

'r]'

0

zle N0 cxistc ni siquicra un n tal que n! =
z2. Poro todo oy para todo n, si n'=nt', lue-
. EO M=
z3. Tora enla prediendo H(x), si H(O) y si pa
ra tude n, H(n) inplica H(n'); luezc todo

n, H(n).

‘

z4s Para cuclguicr iy, n + 0 = n

25, Para todo oy para t0do ny 0+ n'= (1 +n)

z6. Parc cunlquicr ny, m e O = 0 ’ 1

z7. DPoro todo my pora tede n, 11« n'=(n . n)+n

Lo versidn del scpundo teorena de G8del dada
por Vlang, en térninvs de incenpleeidn sintdetica os In -

~
Lisi

siguicnte: "Sca S un sistenn igual Z o0 un sistena que
/

conticne o Z conc una parte. Si S es consistente, lucgo
cxiste un cnunciado pertenceicnte a S de 1la forna vfak ye}

tody i, H(n) cl cual no c¢s ni probable ni refutable on S,

aungue H(O), H(O'), H(O''), son todos y cada uno de ollos

Do

probables cn Por tnnto si S es consistente, cntonces

S ces incompleto y adends no cs conpleboble "4,

PO ————

* LO guc siguce es un resurcen de la cxposicidn hecha por
Wong cn 1o pe 19 de la obra antes citada, 2 la que afla

dinos alsunos
originclrcnte

#% Esto cs 1o traduceciln del cnuncirdo do

cn ¢l articul
que de aecucrd

cunientarios.

en 1953,

El articulo fuc publicado

Weng, ncobrado
0 citadsc cono "Teorcnn 3", Hocerwos notar
0 al tcoren~ de Rosscer (1936) no es ncec-

saric hncer ecxplicito que § estii- consistente, lo que

seguracnte Wang,

teoureiln, A1 re
ciin 3,32, D

ha tenido cn cuenta al forrmlar cste

/. ’ nr . .
spccto, veasc licndelscn, ob city proposi-
145,



Cono elarancnte pucde enterdersey cn esta for-
mlacidn del tecorenn de G8del sc csta ponicnde énfasis -
en ¢l nivel sintéetice de la incomplceidn de la aritndti
ca fornnlizndn, pucs ne recurre al scrxntico, de nnyores
resvnoncias, cuc se expresa punvualizeando que existe a -
N - I . . 7 B A 3 N . . . . 5
nencs una proposicidn verdadera de lo aritnctica que cs

indcrivable cn Z.

D¢ otra parte, Wang cestablcee cornc teorena 1
"Cada sistena catezdrico es completo", lo qgue hay gue on
tender tobidn cn el scentids de conpleeidn sintdctica.
Consceucnteniente, desde ¢l teorenn 1 cen conjuncidn con -
el rcsultado de Gdel sc deducc qucy, si Z cs ccnsistente
cntoneces Z2 nc es Cﬁtegéricc, pcr aplicneidn del lMedus To

llens al beeroiym 1.

Leinigne debenos indieor gue la ldzica de pri-
ner ovrden ne es sintdeticamente conpleta., De sorlo, de
confornidad con ¢l teorenn 8 de Wang gue diecc "Cualquicr
sisteiny corpleto cs deeidible", serin uns tcoria pars lo
cual existirin un procedindento efeetivo pare decidir 1a

. . 7 = o ;
propesicicn, 10 cuc contravend ria 1l

E

validez de eunlguier
resultados del conccide teorena de Llonso Church, Este
resultad: cstd corroboradc por el heche de cuc si bien -
de acucrds ol princr teorcnn de GOdel 1o 1dzica de princ
rden cs sconfnticancnte conpleta en el sentido de quce to
do, proposicidn es denostrable si y solonente cs vdlide,
en canbic no existe un procediniento cfeetivo para recha
zar unn propoesieidn si no es vdlida. Sin cnbargo cs in-
portante indicar que la partc de los cxionns de 2 consti
tuida por lcg cnuncindos Zl., Z2. y Z3., quc c¢s lo cuce -

propianente define un nwodelo de Peano, configura un sis-—



v

tonn completo y decidible., Este resultndc eg cxpresodo

por 1o proposicidn 5.2 del articuls de Wang on cstudiox

La posibilidad de probar 1o conpleecidn y deci
bilidad de tal sisteno rodica on 1 ruvlblll“ﬁ“ de ¢li-
ninor los cuantificadores universclesgg. Evidentcuaente,
estas constotacicncs no cucstionmn 1n sclidez del tcurc-
ne de Gdel que he sido dernwstrods paro los axionns de
Pecono nfds los definicioncs rcecursives de adicidn y multi
plicoeiln, on otros tdérminos, pare la critadticn fornali

B

I 4 - 7
ZEan, CIEAVES (LG Ze

Perc cow 1o compleeidn sintde caraNely 1z, 0@01
sl

bilidad son inplicadns por 1o catesericidad pero ne se -

cunple 1o afirnreidn rociproca, pucs yr dinos core con -
tracjenplo 1o 1égice proposicionsl que cg cospleota y de-
cidible Pero no cntoﬁfrica, pucde dewestrorse cue los n-—
xionng Zl., Z2., y Z23., no son catesdricos como lo haraxs
lucgo, nedionte 1o ecnstruceidn de un nodelo "no-gtanderd”
que debe ser cntendids cstrictoiente sdle como una pruc-—
ba constructive de 1o no catcgoricidad de los axicnns de
Peano furmulndgs con los nedics expresives de una teorin
de prirer orden. En reloeidn a todo el conjunto de axio
nos de Z tobidn yucden dorsc cjeplos de nqdclcs mo-s

tanderd® y cste resultods cs dobide o Skoler. E1 cstu -

dio de lo:

]

wdclos "no-standord" pore frognentos de Z he
sido hecho por Hesenjoeger y el cuce construireios lucgo
csta inscrito dentro de cste perspective, ~ungue no sc —

‘ ‘
S — o e . . i i o St S e s 8

¥ Scoun Iiendels stny ob. cit. p. 116 ¢l priner. on denos—
tror 1n conpleeidn y deeidibilidad do Zley 7224 §F 73

7

nas le definicidn dc TLlCle fuc Preshburser cn 1929,

¥ Vid. Vong, ope cit. p. 20,



debe o este trotadisto. LivnthCﬂt en 1958 ha dcnostro-
do 1o existencia de 71 enus 2 U nodelos "no-stondord -

de cnrdinnlidnd Me.on un crticulc publiecads cn Notices -

fnerican Ilnthenntienl Sceicty, volunen ndncre 5.

ntes de pasar o 1o construcceidn de un nodelo

'"no=-stondard" pars los oxicnas de Pemno cs pertinente -

cue advirterws 7ue henoss preferide ermplear la versidn de
Holnos, pucs cn lo sceeidn anterior ya 1108 denwostrado

cue 21. ¥y Z2. son @mestl ables desde c¢lla cunndo dinos -
unc pruchs para Bds ¥ BS. Esta es un~ variantce solancn
te en 1n fornn de prescentoeidn cue no ofceta ahsolute ien
te 1o validez de 1~ derwstreeidn que h-renos, puc S cl 29
dele "nmo-gtondard® que construirenocs sntisface Zl., Z2.

Y Z23., lu 7uc pucdtc verificnr ¢l lecter con nininns aodi-

4.3, Censtruceiln de un rnwdelo no-stondord” pore los axio-

In 1o cuc siguc procedercavs o desarrollor cl
nedele no-stondard sugeride por Hoc Wang cn su trobajo -

The [xionotizaticn of jrithoistic. Es evidente que s -

-

pucde dar desarrcllos nlternativos o la nreopucsta de Wog
rezdén por 1o cue herws preferido ¢l gue nos ho parccido

s intuitive sin dejar por cllce de ser rigurocso,

Led por cowdidad decostrative se aswwe a 1 co
no al priscer ndaers noturel. Icunlucnte para pProbar que
el modelo propucsto scotisface log axdionns de Pen NS, Nos

DS Ay oy e A - 34 e = ~en e AT roa
limitarcmos o lo versidn de los nisnos dada por Halnos.



l. Congidcrenws un universs V de propicdndes -
las cunles son predicnbles de mineros. Una propiedad -
P(x) cstord cn V si v 8fl¢ si satisfrece un~ de los dos -
giguicntes condicicnes:

o) P(x) cs verdadcrn sclonentc pors un con jun~

to finito de mfucres de un conjunte dodo,

D) P(x) es verdodcre parn todus log clenentos

3

del conjuntoe dnde cxeepto pora un conjunto

Tinito do ellos,.

En cstc desarrollo asuiinos lo usual postulo
cifn nnteidtien que estobleee que ¢l conjunte vacio es -

TAHIE5

Leinisrio, por cjemplo, si P(x) es lo propicdad
“x eg un covers positivoe inpar©, cntonces P(x) no perte-
neee a Vy 01 sc asuc cei rcferente e P(x) el conjunto
N de los miierces hoturcles. No satisfrce 1n condicidn -
o) porque ?(x)‘es verd~dere parn infinitos eleincntos de
1o fornn 2n + 1. NWo satisface 1o condicidn b) porgue
P(x) cs folso pore infinitos ndierss neoisurcles de 1n fir

an  2He

Considercics ¢l conjunto =0 U T (1~ letro -
'U' denota 1o operaciln de unidn de conjuntos cn cste -
contexto). EL conjunte N, ¢s ¢l dc los ndicres noturn -
les, siguiende los convencioncs nntes utilizndns. E1L -

conjunto T sc defincs

+ 2' denota ¢l conjunto de 1los mineros cnteros.



Curlguicr cleiento del conjunte X serd denoto-
o por 1o letro 'z', EL succsur de z es z + 1. Asi ho
nos eonstruido el nodelo (X, z + 1, 1) que sotisface pro
Dicdedes P(x) pertenceicntes ol universo V. Denotorenos
o este nodele por I, c¢uc es su clernento carncteristico,
y vrobnreiws que satisface lceg axionns Bl, B2.y B3 dc la

. r .
goceldn cnterior

2. Dorwstracidn de cuc cl nodclc X sotisfoce -

3

los oxivans de Deanc (Versidn de Hnlnos)

X gotisfnrec obvinnente ¢l axisna Bl orgue
1o 7 haeicndo nuevariente 1n solvednd e quce cstaiws pog—

tulnndo a 1 cone princr noatural.

X tanbidn satisface ¢l axicon B2, En ¢l coso
ze W, ces cvidente quc z + 1=zN, pucs N cs ¢l ncdclo clé-
sico Ce Penno. Si z cs ndenbre del obtro elencnto de 1o
unidn, cotc ¢s si z& T, cntonces z es la forwm 2b + 1 y

2

27 o .
0l sucesor z + 1 =20 + 1 4+ 1 v oot dltiro cs franl
6=

. U §
o 1o fraccidn Eﬁltft;k cue obviancnte pertencece o T, cn

la acotocidn B' = b + 1, Pur tontc, cn todos los casos

se cunplc 2 + 1& .

Lhorn proborews cue X satisface B3 porn cunl-

cuicr propicdad P(x) de V., Is 11

Q

ito, pur prucha condi-
civnal, suponer gue P(x) es unn propicd~d de V ool gue -
sc cunplen los condiecicnes P(1) y P(n1) —=P(n + 1). Des
de cstr hipdtesie sc siguc innedintanente gue cucndo xe I
se cunple (Vx) P(x), pucs N cs un nodele de Peano. En

R § " s e 5 ) . . .
¢l case de €T tobidn deruvstrare ws cuc sc sigue (&) Iz

A S S 9



o 10 cunl 1la derostr .cidn de cue X sntisfoce B3
serd co.pletn v, congceuentericnte, sc h~brd probado cue

X es un nodcelo de Perno,

Lo prucha cs por reduceidn ol absurdo. SUPOIL
5or08 quce oxistc un x de T tal cuc x = 29_%_l (cste x 1o
llannresos cbrevindanente z/2) y que P(z/2) sca unn afir
naeidn frlso. En otros térninoes 8y Ccstaws suponicndc que
existe nl nencs un clenonto dp T que nc¢ satisfoce cl Brin
cijio de Induceiln Mntendticn, Poro i P(z/2) es falsa
cntences os verded o P(z/2). lLsinisno por hipétesis y
1n toutolopis do trnnsposicién sc cuiple sicnpre lo con-
diciln -~ P(n)-—=-.P(21~1). En consccucnhcir so cunple -

por Modus Poncns 1o condicidn ~~P(z/2 - 1) y asi, por -

el mismo procedinicnte, ~~ P(z/2-2) y todos los n~ntcce-
sures de z/2, Pero coro cn X los ontccesores de z/2 -
scn infinitos, cntonces P(x) scrin folsn de infinitos c-
lcnentos, 1o cuc controdice 1~ condieidn b)*X., Y desde -
quc yo heiws dervstrade que P(x) cs una proniedad induc-
tiva cn N, cntoncces P(x) topuco satisfaceris 1 condi -
cidn a). . En consccucncir, heros lilesads o wnr controdic
cidn, pucs resulta que P(X) cstt fuer~ de nuestro univer
80 V, 1& que nicgn nuestros supucstos inieinlcs. Por -~
tonto, ge cumple para todo x2 T 1o afirneidn (Vx) P(x) 7
asl queds cotoblecide cque X satisface ¢l axiconn B3 y ces

un nwodele de Peono.

# Soul no hoce foltr suponer infinitns ~plicaciones de -
HP sine ol dtir que cl cenjunte W=%+x / P(x)l , tic-
ne infinites clcientes, 1o cue &O‘:"L cha de nodo in
ductivo parn 1o rel-eidn antecesor. -



]

Lo pruchn es por recduceidn ol absurdc, Si N y
Z fucsen isorrfog entonces oxistiric unc funcidn flN——>X
tal gue scrin biycetivo y curpliric los condicicness
c) f(1) =1 )
a) f(z + 1) = f(z) + 1.

Imego, si =1/ 2 - X ontences existe un dnico zEN
y £(z) =-1/2. DPocr condicidn e), sc deduce z £ 1, cnton -

ces cuno los elonentous doe ¥ son ¢ ¢l elenento de bose ©

@]

SUs succsores, chtinces z neecesoricnente debc ser succsor
de nlsin z1 y por tonte z = 2. + 1 y, consccucntciente,

1 ngg'zl 7% — 1ls Por condicién p) ¥y ¢l recsultado onte-~
1
ricr f(z) = £( Zq + 1) = f(zl) + 1. Lei obtenoncs /% =

f(z,) + 1 dc donde se ticne dinnedintononte f(z. ) = -1/2-
1 ‘ ‘ 1’

1l =~23/2, Betos sisnificn Z # 1. Conseccucnterente 7y

0, ¥ 31 = Zy + 1 y se curnple

z. De rnodo andlogo ol anteriar,

es ¢l sucesor dc 2lmin z

le 7z < g =152 z_ <2
By S By !

f(zz) = f(zl) - 1 y asi, succsivancente, podeics calcular

¢l vrlor de 1o funcidn peore todus los ontccescores de z

=

hasta que o un ndrero finitc p d¢ pasos cnleulorews e
valor de f(zp) pora zo= 1. Esto cquivaldrd o haberle -
B S

restnds o £(z) el velor 1 un ndﬁc;b finito p do veecs. Eg
to es £f(1) = ~-1/2 -1 -1 -1 - ,.., dGondc 1 aparece
veces. For tonte £(1) = -1/2 - (1 + 1 +1 +1 + ..4) &,
lo ruc es 1o misno, £(1) = - 1/2 - p parn p 2= 1. Pero -
1~ difercncin - 1/2 = p (Ix;;l) ¢s sicipre nencr que 0O,
En consecuencin f(l)-iguae un valor nencr que O lo  que
contradice 1n condiecidn, e¢).  4si heiws probado que supo-

-r

ner cue N y X son isonorfos concducc o contradicecidn, 1lo



‘
4y

guc cstablcee ¢l reosultgls basecnt o,

-

bded Conjeturcs plousibles lerivadns de 1o construceidn

3 T - P G Al s S
de nodclog '"no-~-stondaran,

Los arsuwncntos expucstes cn csto cepitule y 1a
derostrreidn Hrcecdente nos cut.rizon o foroulnr nlgsuncs

co- entorics pare lueie hreer un Plentennicente ligado o -
lrs considerncicnes filosdficos que o .cnudo so hon hecho
s0bre cl tourc¢nlde Gidel y 1~ inconpleeidn dc 1n arit ~
adticn Fornoiizsda,
cl. Lo congtruceidn del nedelo "o=-stondordn

propucsts por Hoo Weng asw e, pur lns condiciovncs cn gue
s8¢ Cefinc ¢l conjunto Xy 1o cxistencin de clenentos en
tre n y n' 1o cuc nc verniite 1o obteneidn reeursive de
los cleaentes de 1~ forre QEEiQL pora b perteneeiontoe
& Z'. Dstus cleentos "interodiog® 0y, coiw los llain
Wong, "intrusos", cuntue no pucden ser obtenidos desde -
1o definicidn reeursive de ndcro cue henos dndo, no son,
sin c.hnrge, execluidos por cl Princiyic de Induceidn Ma—
tonﬁﬁica Guc, €00 heres visto, sc cwiple paro cl conjun
to Te Dc otre porte, auncue el conjunto X en au totoli-
dod satisfrce ¢l Principic de Incuceiln Hntendtica, sin
50 Do ticne priner clenentce 1o dquc cs un~ linitn =
cién prra llonorlc en tdrminos congtructives conjunto -
bien orlennde y podrin sugerir desde ¢l “nmulc intuiubn@z
oy 1o noyor gencrolidad en 1o aritndtica, por su vigen-
cia en los inwdelas no clésicoy del tradicionsl auinto a-

: T i YETIOEE S G Tr Bl ol e e I
xicin de Feono, respects e 1o hipdtesis de hucna ordenn

c2, Porn construir T hn sidy nceesaric debili-

tar ¢l len~uade definicnds un universs de propicdodes -
i &£ 1



P(x) cue conticne nds provicdedes que les que sotisfocen
todos los ndncros no ‘turcles, lloncdns usunlicnte inducti
S Betos prepicdndes poertenceen o nucstro universo -

porque sntisfreen 1a condieiln de definicidn b) pero, a-
dels Ao ellas, tnbidn portencee & nucstro universo lrs
propicdndes que cwiplen con 1n condicidn de definieidn ol
los ndsnos que son fundnicntolionte distintas o las u-—
sunlncnte infuctiv-g, 1o cue inncdis~torcnte sc apreeig -
cn unn lecturn de 1o Cefinieidn dode  Jorn P(x) pertone-
cicnte o nucstre universc, Esto sisnificen cue lo cons-

truceidn del rcferide rodelo "no-standard" presupone que
el Principio de¢ Induceidn Mnterndticr se cuple pars nds

/

propicdndes que 1ns del eonjunto de los ndicros noaturcles.

s

Evidenteento, oslinisnc, asuwir cuc las 1la .8 propledn
des inductivzslsatisfhccn b) presunone ¢uc ¢l cunjunto -
vacio os finito,

c3. Trnto dc las condicivncs de construceidn —
del nodelc "no-gtoadnrd" rropucesto por Weng conc del re-~

sultedc de lus trabajos de Ercnfeucht que afiraa la cxis

"\. - -
tenein de ol nenos 2'7° rodelos "mo—-gtondord" de cordinn

jue todo nodele "no-stondard" ticne

1ided Aig, Su dedupe
ol nencs un subc;ﬂjunto propioz iscnorfo con el de los -
ninercs noturales. ssiidsno, cono del cnunciade del Prin
eipic de Induccidn lnte dticn se sigue cuc el conjunto -
de luos mineros noturnles cs el nfniio rofelo do Peono, -
entcnecs todo wroteneidn de e los exicng de Peano mno
aguton 1ns estructurcs ~uc los sotisfacen debe ser tono-
do ein preenuciuncg, —wes nodris pensnrsce gue no agoton

solnonente 1ns cotructurcs nayores rue loo n~turcles, 1o

cunl pucic scr corroborad. c.n arsuncatos cue oportarc -

nos lueso.

]

C4, 31 consileronos la denstr-cifn dc Prosgl



cr (1929) y los resultados de Wong, cn ol sentido de -

8 cnuncialos quc cestable

o

cuce lus cxiones de Peanc, sin 1
cen loas defimeiones recursivas de odicidn y mulbiplica -~
cidn, son conpletos y decidibles, entonces nos cencontra-—
nes onte la legiti.:a posibilidad de afirnar que los axio
ins (e Pernno si ngotan el concopto de minero natursl, de
bido a cuec cste concepte puede ccnsiderarse definido sa-
tisfoctoricnente por Zl., Z2. y Z3. (o, si sc preficre,

con 1~ nisnn validez puede reecurrirse o lo versidn de Hel

= - . - . - - s { SN ks
cetc, parcce quc cl concepto de minero notu-—

Hy

n08)s. In o
rol cucde  osi agutado porruc se deternins un sistens eon
el curl to@n afirnceidn es Hrobrble 2 refutable nedinnte
un procedinicnto de denostrociin cfeetive. Lo idea fre-
cuente de quc ¢l teorena de GOdel pruebo que un fornalig
0o no agota el coencepto de ndnero natural resulto clora-
nente debilitada debido a qgue este teorena cs vdlido po-
ro la aritnético formalizada, csto es, parn los axicnas
de Penno nds los definiciones recursivas de adiecidn y -
mltiplicaeiln, Conscecucnteiente, cuedorisn en suspenso
cicrtos pretensioncs qoo—pléténicas rcspeeto o 1o ontolo
gia del minero n~turnl, De otrn parte, 1o no-categorici
dad de los axionns de Peano parece no tener nayor rele-
vancic respecto de su conplociin,quo;oidb:crln;rqjgdad -
nds ix;crt:nto/pdra deeidir si un sistena formel ageta o
no un conecepto,

cb. Lo presencic de nodelos tho-gtondard™ poro
1a aritncticn, en okras Polabras, peora los siete oxionos

a
&

de Z, plonten una situceidn pareciia o 1o cue se produce

en 1n 1dzica proposicioncl cunnde sc construycn nolelos

trivelentee ¢ cn gencrnl n~valentcs prro n >3 Esto si-

tuncidn consiste en cue cicrtn trutolosins de 1~ 18~icn
=3 () (&)



Proposicionnl con internretacidn bivelente yo no sin vél;
dns en un nodelo trivelcente, t-1 os ¢l ecaso del Prineipio
del torcic exeluilu, 1o denooinedn Ley de Peirce, 1o fég
nu;; corresjoncicente al prineipic de no contradiceiln, -
cte., por citar sflc alounos cjenplous del nodele triva -

lente propucste por Newton Da Custe en On the theory of

inconsistent fornnl systens. Ejerples sinilarces pueden

cencontrersc si sc revison los edleulos yo cldsicos de I

kasicvies y Post. Bstro disrninucidn pregresive de laos -~

[&

toutclesins se hoece -ds notable N nedido gue awlenta 1o

A~

n-velcnein del sistenc, De nancro anfloge, con 1o cons'i—

¢

truceidn de nolelos "no-standard apnreecen tecrenns cue
sun verdaderss cn 1ns interpretaciones cldsi 8 perc gue
no suon verdnderos de log nodelos "no-gtoandord", tol cs ~
el cose del teorenn aritndtico cuc afirna que ¢l conjun-
to de nmiveros cuc estdn cntre n ¥y n' es vneio, cl cunl,
per cjenplo, nu  serin verdrlers de nuestrs conjuntce X,

/

c6. Tinclente si se considernr. -uc no s Jé
cite comsiderar cuc ¢l miners n-tur~l pucde ser adeecunds
acnte definido gn 1rs operncicnes dec suan y mltiplico-
eiln y suc en congccueneln el tourena de G8del si consti

tuye unn prucha de cue 2 no ooota ¢l conecento de ndnero

naturrl, cutonees coben dos pesibilidndes ol enos. Lo
b4 i
prinecro, cue 1o critndticr es algo nds que el coneepto -~

de ndncre neturcl Guc puedc ser ngotnde por los axicnns

de Peanc y ¢8n parecc cuc fuce 1o intuicién dc Dodekin -
ey cunw ya lo seldclanws antes, fue el genuine cutor de
2rte, 0 Xeferstein, 1o

- -, s % L - P < ¢ =
los oxivoans sepun se aeduece 4o su

i)

0

seguncn es cuc ¢l conccder quc un fornnlisne ne agota un
concepte ne ticre porsue conducir o un pPlotonisne a ne -
ser 7uc previnientc sc asunn wo :ecepeidn platdnien dol

coneertd.
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CONCLUSIONES

I
b

E1l Principio de Induccidn Matcmdtica cs nccesari

o

io
ro el desarrollo dc las teorias 1dégzicas y metaldgi-
cas, pucs cs una proposicidn indispcensable pare la —
demostracidén de tanto teoremas como nctgﬁoorom&s gue
no podrian scr cstablecidos sin su ayuda, Consccucn
tenente, al menos la nocidn de prueba metatedrica, -
para scr completa, dcbe nccesariamcnte incluir la po
sibilidad dc obtener una proposicidn por lo que pode

mos llamar, cn c¢stc contexto, mecdios inductivosa

La plicacidn del Principio de Induccidn llatemdtica

.

en cualquicr razonamicnto demnostrativo presupone la

validez del lModus Ponens que sc comporta como su con

—

icidn necesaria. JAsimisn cuedan gcartadas las
dicidn necesax simismo, ~ucdan descertadas las
pretensiones de formalizar la aritmética usando Jgicas

gue prescindan decl lodus Ponens, como e¢s ¢l caso del

gsisteme dce Herbrand. Lo mismo pucde afirmarsc de NJ
y NX de Gentzen cuando sc suprime ¢n clles la referi

a regla dc inferencia.

La validez del Principio de Induccidn Matemdtica no
es composicionalmentc Justificable como la del Iodus
Ponens ¢ue es una tautologia fdcilmente decidible -

como tal, ZEste principio es una postulacidn gue no

o 1.

statuto que las
proposicioncs logicamente validas y gue se justifica
porque eg ncecesaria nara el desarrollo de la aritmé-

tica formolizada y de la ldégica cn tode su plenitud.
O ¥ 5

El Principio de Induccidn Matemdtica parcce ser una

e
proposicidn no cstrictamente demostrable dentro de -
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la aritmética formalizaeda, ya sca que la axiomatiza

cidén sc haga desde nocioncs primitivas, como cn cl ca
so del estilo de Peano, o dentro del morco de la teo-
ria de los conjuntos. Decimos que no eg cgirictamen=—
te demostrable cen el sentido do cue su deriva nilidad

presupone una hipdtesis que a su vez es deducible del
Principio de Inducciép Matendtica mentenicndo las -
otras como constantes, Dicha hipdtesis, que desde el
punte de vista 1ldgico resulta cquivalente a2l Frincipio
de Induccidn latemdtica, cs el principic dc¢ bucna ore—

1

denacidén. Esta cquivalcencia pareceria confirmer la -
intuicidén de Henri Peincaré quien scstuvo -uc toda -
pretendida demostracidn del Principio de Induceidn Ha
temdtica scria cn gran nedida cireular, pucs presupon

dria uno hipdtesis equivalcnte.

Dentro del marco de la teoria de losg conjuntos es po-
sible reducir los axiomas de Pcano no colameonte a =
tres, como lo han hecho Halmos y Henkin entre otros,

8ino quc parcce fundado pensar guc esta reduccidn pue
de lleverse a efecto hasta quedarncs solamente con —
¢l Principio de Induccidn Matcmdtica mds la postula-

cidn de la oxistcncia del conjunto de los numcros no-
turalcs, cntendido como ¢l conjunto que ticne como ele

mentos a cerc y a todos sus sucesores,

El descrrollo de la aritmétice desde 1o teorfa de los
conjuntos demanda la dcmostracidn del Teorena de la —

7

recursion pare garantizor le existoncia de las funcio

nes reeursivas de adicidn y multiplicacidn, En tanto
que la demostracidn de cste toorens es inductiva, se

m

pone al principio de Inducecidn Matendtica, tombidn en

este caso, en la basc del deserrollo de las Ffunciones



recursivas. DIs claro cuc en 10g desarrollos dec la a—
ritnética formalizada, guc no Presuponen la teoria de
conjuntos, ¢l Principio de Induceidn Metendtica no sd
1o c¢s condicidn nccescrio sino tanbidn es condicidn -~
suficicnte para legitimar la definicion de funcio=-

neg recurtvate

O]

Los axicmas de Peano nc son categdricos cen general si
no solamente cusndo sc interneta el Principio de In -
duceidn Motecidtica de tal menera cuc no ge admite "in

trusos' cin la sucesidn de logs numeros naturales. E1l

‘

Sistenc 7 cxpucsto en 4.2, para la aritndti
ca formalizada, tarvoco es categdrico vy cstd sometido
asinisno a las limitaciqnog cuc lc imponen el teorcma
de incomplceidn de @G8del. Tos axiomas de Pecano en -

sentido cstricto, csto ¢s, las propogicicnes 21, Z2 y

.
.

23, no cstdn sujetos al teorems de GOdel antes mencio

nadc porcuc constitiyon un sisteme completo y decidi-

ble como lo sefinla Wang y se deduce de 1o demostrs -
i/

cidn dc Presburger (1929). Por tonto estos resulta -

dos parecen indicar que cl tcorecme de incomplecidn de

GOdel afecta fundancntalmente da la aritmética mds -

gue al concento de ndncro cen sentido esgtricto,

Exigten dos sentidos en los gue sc pucde afirmer qgue
7/

i
une forrnalizacidn no 250t un concepto., EL prisero -
sc  funda cn la nccesaris incomplecidn de una formali
zacidn de una teoria 1o suficientemente rica y ¢l se-
gundo cn la no categoricided dc unsa ferommlizacidn por
que ig@i@c cxpresar los asnectos difercnciales dc un
concepto. Sin embarge anbos sentidos no son cquive -~

lentes como 1o menos vigto en lo sceeidn 4.1 ¥y 4.2,



bues aungue lo incomplecidn implica la no-catecgoricidad;,

la no-categoricidad no implica ls incomplecidn,
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