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 Resumen 

La presente tesis examina la lógica subyacente en el Principio de Inducción 

Matemática, analizando su rol como regla de inferencia dentro de las 

demostraciones lógicas y matemáticas. El autor, Luis A. Piscoya Hermoza, 

explora cómo este principio supera las limitaciones de inferencias tradicionales, 

como el Modus Ponens, permitiendo generalizaciones esenciales en estructuras 

infinitas. El trabajo abarca la formalización del principio en sistemas 

axiomáticos, revisa versiones débiles y fuertes de la inducción, y ofrece ejemplos 

de su aplicación en la teoría de la prueba. Además, se discuten las diferencias 

entre este principio y otras reglas lógicas, destacando su importancia para 

establecer conclusiones universales en el ámbito matemático y filosófico. La tesis 

concluye que el Principio de Inducción Matemática es fundamental en la 

estructura de las ciencias formales. 
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EL KÍIUCIPIO DE INDUCCION IIATEÍIATICA Y

LA PRUEBA LOGICA .
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1.1. Aclaraciones nrcvias

Nos lia parecido pertinente hacer nna diserta- -

ci6n sobre la lógica subyacente en el Principio de Induc_

cion Matemática debido a las siguientes razones; 1) en -

la construcción de inportantes deriostraciones

en las presentaciones

contenidas

oziiünáticas de la lógica se utili

za este principio cono regla de inferenci

jos en natenática, gue son lo

este principio,

tos lógicos inherentes

conprensión clara del rol

2) los trabaCl-J

que en i'myor nedida usan

no conceden especioJ. atención a los sspec

a su enunciación y uso| y 3)

que juega dicho principio en -

letateoría es fundanen

a
o

una

la o.ritnética formalizada y en la

tal para logra,r uno. lejor aproximación a los problemas -

sustantivos plantea.dos por las filosofía,s dedicadas a la

rigorización del conocimiento.

En este tra,bajo entendemos por lógica subyacen

te no sólo los enunciados lógicos cuya validez presupone
un deteminoxlo principio o teoría,

concepciones usual

A diferencia de las

, nosotros henos incluido tambión co,o .o

no aspectos de la lógica subyacente en el Principio

Inducción Hatenática,

lio de los sisten

de la

de

el uso que éste tiene en el desanro

lógicos, el esta,tuto que tiene dentro

aritnética foroializada y la

C.I/0

inplicancia.s que tie

interpretaciones que puedoidcársele.

C5
O

nen las diversa»o

Coiienz árenos nuestro análisis señalando previa

nente que por la expresión "Principio de Inducción" po-

cosa,s; a) el nombre de una

regla de inferencia o de una conjunción de ellas que
rrespondan a los planteariientos que sobre el tena hicie-

dría entenderse al menos tres

co
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ron .xiotótoloo, Baoon y Btuart MU; b) ol nonbro do nn

enunciado fonralado por Hans líolohonbach dentro do la ló

gioa de la probabiliclad; y o) una forra abreviada del

bro "Principio de Inducción Hatenátioa".
nn

La regla

on priner ternino,

tivo tradicioml

ale

esto es

propios y,

roxiento,

tros tériiino

nontoo do '

ción do que

genoralización

uedida que suponer cue la

a contradicoión.

o la conjunción de

no serien og

reglas, aludidas ~

ra, cosa que el netodo induc ,

destinado a derivar proposicione
preiiisas que

univüTo

r?

a partir do
nkj

son enunciadoG

contienen predicados,

singulares,

ñoridees
enunciados que sólo}

Gvontualiiente, conectivas proposicionale

Gl nótodo inductivo tradicional
Cl?,n

o •

consiste,

a todos los ole

en o-

011 atribuir
Q
O, propiedaduna

mi conjunto de eventos a partir do la inforna-
de dicho

es conocida cono

conclusión

algunos Gvent. • o
conjunto la tienen,

no conclusiva en la

es falsa, no conduce

Esta

Sin enbargo,

proporciona una,

a pesar do la

ami' ue una inferencia no conclusi

Conclusión cuya falsedad

vordad do las

va, nos

es posi ,

9 OS cierto quo
ble

proiiis

constituir la

QS

dicha proposición podría

euc podonos
lie j o r ajir oxlnadon

en cl conociniento do ciertoslograr

en un nononto dado,

del graxlo

eventos

Y os la nodida o la doterlinación
aproxinación lodo esta

1 alcance do la
escapó cori]!! o tallenque

inducción clásica.
to n

llanada.
a

Evidentoiionto la i

por inferencias
inducción clásica estaba preo

piOilisas toman el carácter

eiipiricos observados

cupado.
cuya

de descripcionos de fenóiienos

C!
ih>

, para

obre los todavía
a partir de olí hacer una afirnación Ci

kJ
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no otccrvadoD poro,

to au cojipo de aplicacidn

ciencias cnpfricas,

ajeno al doninio de la;^

upuesto a,unciuo no

en principio, observables. Por tan-

o encontraba dentro do las

especialriente las

o

naturales, y este

uso, disciplinat,

uficientenento esclarecido.

forriales, fue -
r?

O

KJ

Hans Rciclienbach lia

e lian esforzado

sido uno de los filósofo O
o

ciue

En su

por rigorizar la inducción clásica,

obra iliG..tlicory of probability propone el conocido
"Principio de Inducción"

O

una reglo, lógica de infaren

o-orivar de nodo conclusivo generalizaciones in-

coao

cía para

ductiva,s r ué estén expresadas dentro del lenguaje del
ca,lculo ordinario do la,s probabilidades. A este princi

pió es 0,1 oue líenos lie dio alusión

nuestra d

noción de él.

ogundo lugar enen Kj

istincioii inicio,! y a continuación daroitío O unaO

Reiclienbach

usuoul de frecuencia relativa gue es,
guaje natural,

une el concepto estadístico -

en térninos del len

q.uc aparece un atribu-

0,0

el núiiero de

to o propied.od. en una secuencia de eventos,
la frocuoncln

buto en cuestión.

vece O

vale decir.

La con Gue ocurre un evento que posee el atri

Sobre la base del

se define la probabilidad do

concepto anterior -

un atributo, en una secuencia

riatenático de la fre-

E1 "Principio de Iiiduc

que cuando el lí/iito do la -

s calculable, onton-

a afiriiar que en ca

tante cono -

relativa de diclio atributo

, pues so iiantenctrá.

infinita de o ventos, cono el línite

cuencia relativa de tal atributo,

ción" do Roiclienbacli

frecuencia rola.tiva do un atributo o

i lógicaiicntc autorizados

enal a

ce o ostojio o

so que prolongúenos la,

se quiera, la frecuencia

presentara vaniaciones significativ

secuencia de evento o

no

a,s



- 5

DG clGdontro do un intervalo de vo^loroa tan i:ncj_ueño cono

GGO.

11

el valor del línite cono liSi reprecenteno

ucGción indcfinidaiiontc px'olongablc, indicando

O

para una

q.uc para el cálculo de dicho Iniite ha cido

tonar en cuenta un ninaero n de cventoo.

C'
O

uficicntoO
in

Y 3i denoninaaoc

h° a la frocaiencia relativa del atributo en cuestión en

ción de la cocuenci.a ha-sta, un ninaero c do cuna pro Ion,

ventos tal aue o n, cntoncec el "Principio do Induc
-

ción" nos pciaiitiría afirnar cjuc se cnaplirá necesaria
-

nente la siguiente condición"

nn
h" + kh“ - k 11 h

representa una cantidad nuy iicciueña.ven l<a <..ue j.-\-

conpronsiblc, lo que sentencia Reichen

bach con el "Principio de Inducción" os que las inferen-

ienpre que cea posible

Cono G

n conclusivascias inductivas

calcular el valor do la probabilideP- de un atributo,

c trataría, do un principio lógico aplica-

j no a mi indivi

oignificcnión para, objo-

pucs lo, existencia, de mi contrc,e3enplo -

Por tanto, -esto principio,

egxin Reichenbach, constituye la regla de inferencia fun

daiicntal en las ciencias eiipírican-'

en sus opieraciones de generalización

abandonar la, inducción clásica y utilizam 1

o
o

En

consecuencia,,

ble sólo

rj
o

o nama,c do eventoconjunto

dúo, que en este ca,oo ca,recc de

r«
n

ta,r cu validez,

no conduce a contradicción.

«ti

, que do esta iianora -

predicción debuí ii

reglac del

iD

"ir
J

cálculo do la^ probabilidades.L>

A la, tercera interpretación de la, expresión

"Principio de Inducción" dedica,rcjios la pa,rtc siguiente
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V s

/O’
•- ry B-..

V¿ Lú'
X*

-»

'VA

•. >

O

%•

'a
de ecta expoGicion.

O

1.2, PlojitGCaliento inicial del líroMcj'ia

En natenática Go frecuente

(,ue de una rianera intuitiva

obre conjun

pero no ri/juro

q.UG pUG-

E1 ejojiiolo nao

o naturale

razonar s

tos infinito o

o ,

sa son concebidos cono GucosionoG do eloiientos
/

indcfinidarionte( 4^).

el conjunto de loo nuiaero

don Gcr prolongadas

conocido 03

no -negafcivoG

0 ente-

cono una Guceción tan -

o
o

roG C;uc lo intuino K_>

larga cono ce deseo,

tipo a nenudo oo ncceGcorio denootrar
propiedad o

Por necesidad natcnntica o de otro

vUe una dotominada

poseída locr todos los elenentos

to de loo niúieros naturales

cj
i>)

del conjun

y esto no puede hacerse pro-
dol conjunto tiene labando rjue cada ele. ento

te expediento

'■‘i O

propiedad

llevaría a un procediniento -
porejue

infinito,

ción en razf5n de

conclusión.

p rt

nos

cue no reuniría la,G condiciones de una deno-Stra

peruitiría jcuaás llegarcjue no no O
o

a una

la regla de deducción denoninada llodus

se utiliza frecuenteiiente en las de.e
Poiiens,

ostraciones lógi
C‘UC

cas y natcnátic , resulta insufi^

i ocurriera que conprO'1

del conjunto tiene la propiedad P y que 'de

o «"1

e en este caso,

í&xios ¡lUG el p)i'’i-ei.er elenento

esto se dedu-

Pues o
o

(»f-) La definición ri,quroaa de conjmitü infinito debida a
Gjun conjunto osCan.tor y Dedekins c

lo si existe una
ól y un

infinito si y só
entre

Hao Wang,

correspondencia "uno <a uno

subconjunto propio de ól. (Vid.
Canputers,

ti ¡I

Lo
gic and Sets, P. 77).9
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CG q.UG Gl

ead P,
segundo elenento del conjunto tiene la propio

podríoniOG por Modus Ponons derivar que el segundo

pero pea-a -

necGsitrjríaaos

nencionada regla -

nuestro trabajo interninabloo

elenento del conjunto tiene la

probar lo rñsno de lo

propiodeil P,

otros elenento

nui-iero infinito de aplicaciones

o
o

ÍD un

de la

de deducción, lo que haría

Asinisno no podría

elenento tiene la
ocurrir que de probar que el prinor

propiedad P o deduzca que todos

no existe nadio lógico para

paava un individuo pueda

o
su o

kJ

sucesores la tengan, pues

probar que lo que

generalizado para, todo

finito,

de todos los sucosore

to infinito.

o cunpleo

sor

loo individuos do un conjunto in
la, i^rueba, tampoco puede liaiccrse

c;
O

por inspección

constituyen un conjunya que ello
<r;

CikO)

En consecuencia, puesto cjuc a nivel de la es-o

tructuras fórnales
lógicas y 1

una regla de inferencia,

esta no puedo

cono lo son las j'ia,tená

quo pemita --

ser del tipo -

o

en

ticas,

efectuar generalizaciones,
del Líodus Ponen

se necesita

ci
o •

Se conoce con el nonbre de Principio de Induc

ción Matcnática o quinto postulado de Peano a
linitacione

I ima propoci
. ^

Clon que supera, lan

te denostrar de

del Líodus Ponens y perrl

incontrovertible que todo

r*O

rianera^
los 0l£

lientos del conjunto infinito de los mineros naturales o

C!
O

de cualquier conjunto enunerable poseen una cierta pro

piedad p si se

principio se fcrnulan do

oO,tisfa.cen cierta,s condiciones.
O

Pc dicho

cono la e

Esta proposi

en algtin sentidQ irduc

incipio antes ncncionado de Pcichenbach,

o

versiones conocida^CJ

nunciación débil y la

ción parece,

tiva, cono el pr

enunciación fuerte.

a,l ,'ienoc fonialLiente,
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:,;ero se cliforonci;-

Gstmeturas Idgic

Iloduo Ponens

jlucho nás fuertes

ele este en euc, por

y natcnáticao, es tan

er aplicable a
cj
o

aa
ogura cono el

peralte derivar conclusionc

CJ
o

y, por tonto
s

que las foriiuladac í dentro de un int

En consocucncio.

el Principio de Induccio'n

GP—

valo de valoreo de probabilidad,
los casos

ení

en los que so aplica

cada individuo oIlatcndtica,

constmrción de

dicción, lo ‘

ól denootradas
/

estricto.

relevante y,

un contraeoonplo debe

r«

por tojito, la

conducir a contra-

o

o que asegura c^ic las propocicionc

son univeroaPaento verdaderas en

raed i antec
o

9
entidoCJ

En la. sección siguiente dar
sobro la

oPgunáso.iaoc refe -

enunciación do dicho principio para lúe
una do las

rene i r'i

go exponer esquenáticaiacnte cada
versiones

que henos d^i tinguido unas lino
CJ

antes.as

1.3. Breves roferencias a la enunci

de Inducción Mnt

ción del Principioc-:.

lática .e.c

La foraula cióla dcl Principio de Inducción Mato
ella a los c

nática parece aiuy ii¿

la :nútnótica.

/"(.o

ofucr^jOC1

por axionatizar

axiOrias de

er Arith-

de dicho aubor

constituyen probablejientc el -

oritnetica.

í*i
cj> o

Así e lo encuentra entro loa

assnann(-í- ) contenidos en su libro Lehrbucli d
llQtik publicado en 1861,

CJ

Gr

Los diez axion r-i

CwO

cuatro definiciones

priner esfuerzo por axionatizar la

y sus

El natenático ita,liano Gius cppe Peano jiublicó

(*) Según Polya,
el priucro

en liatenútica

en conocer
- ^y arzonanionto plausible,

1 notedo de la, inducción na-e
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en 1889 un libro

Principia (-f ) (Los

ta obra

tir de leas

escrito en Latín titulado Árithnetices

JUi _aritnct i cp,).P_iLincÍLÍgj3

e fon.rula cono las - ^

En GG
r*
o

--.j nociones prinitivasj

es poGible definir

a par -

cualc cj
o

cualquier otro con

cepto arituetic(

ficativa del sistena,

y "es ir^.al a''.

o construir cualquier proposición

las do "nuiriero"j

siíoni

II

uno ",

procede a.

f» lísucesivo

Inriediataacnto se foririula,r

nuevo axionau

prinitiv

ciados cono

construido
rj

sobre 1.a ba..
o

e de est

que infornc^lxiento jjuodon

Oo

nocieres
o ri
c:-i.j

. 1 oiisnos
ir r-t Oi rt

V/ lO

CJ
er cnuiio

sigue s

al. 1 es un núnoro

Si a es un

Si a, y b son

Si Uj b y c

b=c

a2.
nuiuero ontonce s a= ci

3.OI/

ont on c e s (a=b)=(b =c0

entonces

nu:.ioroG

a4. son niíneroí
i a=b yO

entonces a=c.

Si a =b y b esa5.
un niíaoro, cntonces c\

es ui

nuriero.

Si a o

tanbien e

Si ay b son núaeroo

a,6. un núnoro,

un nújucro.

o

entonce"iw)

su sucesrvo

O
o

a?.
diferentes entonce c»

O

tienen diferente sucesivo.

I'Tin;3Ún núiueroa,8.
tiene cono ucesivo al nú

Cu o
K_>

ñero 1.

Cua,lquÍGr

tanbión al o

a9. propiedad qu c pertenece a 1,

jucesor de cuíilquier

y

nuiiero cpie

tenética :uo Pascal:

invostigaciono

versión de Aritlnieticé
la publicada

del, (
97.

Esta inforaaclón la lia
do Preundentlial.

principia

tonado de1 c-o o

(+ ) La O

consultada,
van Heijenoort en I¡'roii Prege le

. Harvard University Press, 196?" ) "pp.

O

es

poir
GoI .V

-L/Cl

83-



10

tiene la propiedad,

ñeros (interpretación infornal).

pertenece a todo los núc
kj

los ootioraas

dos ft-uidoaaentalacnte

igual a" y

distintos a la

y la noción -priraitiva

a2., a4. y a5. están fomula-

en base a, ICi noción primitiva de '‘es

taio.bión en teoría,s

razón tales axionEs

a3 ♦ j

son por tanto utilizables

aa’itnótica . Por esta

gue los constituye son considera -

a la lógic
do actualmente cono pertenecientes

te del siste/ia, lo gue lleva.

o

Gubyacen

ólo a los cin-

cu»

a tipificar

restantes como propianonte

Isi'alsno es imxjortcjite

cano,

es la de entero positivo, o -

número natural^^ cuando se -

n
i_)

co axionaijo cnitneticoG en el

eñco.lftr gue al

Peono indica gue la no

sistema de Peano.

efectuar la e:ijplicp,ción del

ción primitiva de

lo ciue usualidente se denomina

ailade el cero.

Cf
O

;i !í
nuj'iero

Es pertinente so,aalo,r r;ue lo

eos antes onoto,dos, fu

a,ritmeti

pOi’ Peano del iaa,temá-

axioaia c;
o

on tomadoor

tico Dedekin, lo c,_ue se deduce del 'i

este dirigió al Dr. Keferstein en febrero de 1890.

carta de Pedelcin, publicada en ingles

texto de la, canta, gue

La

por el profesor

nuestra claramente cono en baso a lasHan Wang ( + ), nocao

y de o.plicacióii puedo definir,se el con-nes de conjunto

cepto de cadenea.,

to de los números na

infinito,

sencilla, los enunciados

axiomas de Poano.

que permiite a su vez definir el conjun

tura! es como un conjunto simplemente

Desde esta, definición se deriva.n de manera.

convenciona.lncntc conocido O comokU

(+) Vid. Hao Hang, op. cit. p. 73.
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1.4. Enunciación débil dñ1

tica.
gj-pio lo _Incluccirm Hat ene-

La enunciare i IcIdíI del rriiicipio do

se iiifomal líente d

na es válidi

O

Inducción

isuicnte

y se do

IIabej.ic?!,cica,( +) puede Iiacor

llanera s "Si un te ore

nuestra rjue or

c la cj
o

1 ndricro 1para nv_/

verdadero
para n+1 siciipre que lo sea para

luín.crc

do Ilcnry Poincarc (-Mt-)

que fue puLlicoxl

será vordadoro

fonaulaci

11
para todos lo CA

i entero O i' Esta

parece algo pos

n 1889. E

oo

1 tonada

terior a la d

resanto

Pe anoo
nt.v inteCí

KJ

anotar que

soí'unda condición

en esta versión n

itallccida poi

aparece explícito

el principio ■

en la

postulación

que la

la Poma de

tecedonte

00

una proposició.

está constituido

se cuiiple para

: condicional,

por la

que el an

ee que el

ecuento per la a,firnación

-U

eco

roña

inplicoxla

roña

n y el co

por dicha

currqle

po otulación

para n+1.

planteada sutiljicnto en la

, que sent encía que el teo

ñnlicación lópica

do Peinearó

SO
Esta

está

fornulación
por la

expresión

ra n".

"o verdadero pa

turalcza

ra. n + 1 sionprc que

de esta

lo sea qic.—

iiiplicación liáronos -
Sobro la.

alpun cenent ario

na

nás axlolantc.

Peano en o

u jiovcno lona,
o

que resulta el quin-

a la igualdad, -

ca, 011 su ver -

t o cuand o

fornula

sien débil,

algunos

suprinon lo; ”:í cuatro referentes

el Principio de Inducción IJa.t cná.t i

OXTilícitOdo mía nancra que hace o

de sus supuesto , valiéndose
o
O

(+• ) En esta occion tod-

óbil c

otra G

.n nuestras

coto

^necificación.

on Irrealidad c Idealidad

IsJ

riusioiio

ia.lve

eran

que se a-

c n
o tU a -

1?^ versión

note alguna

( ) Citado
109.

rinci'nio
9 o

!-)
J.

por A. Salaz ar
a p.
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para olio do 1 faorto

g1 ugg dcl longuajG do la lógica proposicional y do la -

luego harono

capacidad expresiva que le brinda
el.

lógica do las da

prctación, al

Nosotrosos.
una Ínter-

infor/ial do lao nono versión de Peane cu-

■ác relevante .-rjiá introducir la noción

de la de clase.

C!
O

ya característica i

de propiedad en lugar

el operador condicional en el

en la lógica

As íj: li snc u s ar o ■ oo s

entido que ordinarianente

lo qu e ciertonicnte

no definió el condi-

ino iiituitivaj'-ien

c?
O

o
e u sa actuoil,

una variante en la nedida

introduce

que Pcajic

1 en tórninos de valores dCIO. o

lo verdad

deduce b",

aparato deductivo de

Q
O

tórjoinote 5 de "desde a seOli

lo que explica

algunas i:

tona, ce, 1

diento de

neo lo. ,riayor es la

que perrsito. sc;^'arar

que obliga 0,1 lector a

de lo. donostración

independiente

glo.s del siotcna.

nalización de la

coupleta.

orfcccionoG on el
su GIS

lo sc,ao.lo. van Heijonoort en la

Pron Erogo te Gódel,

part c corre spoi

i'Mporf Gccio

regla de inferencia -

E.ntro ect as

ausencia do uno,

1 antcccdentijn

del consecuente, lo

Icgitinar intuitivonieiite los pasos

que aparece co.no una lista de fórn-ulaK.

G por las re

indudabloncnto que la for

prepuesta por Peano era in -

no

o, quien se- rige cstricto-neij

Est,^ revela

ariti íctica

La interpretación que dcu..ios

quinto postuladc

al enunciado conocí

igoiicntc:
do cono el de Poojic os la o

O

Supongmos que

■discurso existe una

siguientes enuncíenlos

po,ra los objetos del universo

propiedad P(x) tal qu

s 01.1 ve rd ad cre s ;

del
los dosn

KJ

1. P(l) (l tiene la propiedad P )
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* 2, Para cualquier m-ioro cirtero positivo x/

Si P(x) entonces P(x+l) (3i x tiene la

propiedad P, ontcn

CCS la tiene el rm

ñero x+1)

3. Pa^a todo verdad P(x)00

Es pertinente anotar,

pro SCIit ac ionc s

cipio do Inducción Matenáti

ante e SG^quir adelanto,

que usuaPriontc se liaccn del Prin

o

q.uc en 1 o o
C-b

ca puede

prii'icr nú'ioro

apreciarse variacionoc

al quci es aplica

que la prinera

3 que do-

u otra op-

parccería

aplicable a do-

núncros natu

es nás co

re Gpect o a la elección del

ble. Alpuno autorcrj

scrialando

condición debe cmiplirse pan-a el núnero 1 y otro
por el núnero 0.

joontalncnte los

que debido a que el referido princiqáo os

C'

conaonzano o

be ser satisfecha

ción no altera fund

Aunque una

recuitados,

nostracionos en conjunt'OB distint
rale

os al do los

dinabloo biyectivai.?.
O

q)oro cOvU'
lento con ól,

ahora que el pri, ler núiaoro natural eo el

denostración que ofrocorc-

nodo suponer por

1, cono podrá apreciarse en la

sepundo ejenplo.

cr el principio de Inducción Llatcnática

nos cono
En dicha denostración ce apli-

obre el conjunto
c?

cnunorable de las

de un cistonc: 1

lonpitudec do la^

íico dad.. ,

fórnula bien fornad

ostablocióndosc epuo la lornñtud

tr.<
ci

askJ

la notación '

.'Juy infornal,
definido la

ripuresa

tuición irnicdiata

4

■’x+l'' para designar al sucesor de x os -
j pues presupone que previalonte se haya
operación do adición y, on una exposición

la f LUI ción sucesor es,

iqrcvio. a la dcfinici
con-craviniendo la in

11 do la suna,
El uso de "x+l

por su i¡.i;mtivLcla4 pero provisii'

!

cono verenos pestoriornunto.

cesor se justifica aquú -
para su
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do una fóriiula e: iinina
igual a 1 .o

■dnoj-iinandc al lora la,

do Pomo,

inferencia

roposicionos

propoGici(5n designada

■sigues

"Si es verdad 1, y es verdad 2.

vorGi(5n c[ug líenos dado del

cncorrbranos
liona. ouinGo postuloxlo

porta, cojao una
que se coa

regla de

vordaxl de la.

q.UG nos peraite deri
var desde la

1. y 2. la verd

OGC|UGIiat, modo

designadas por

-d de la
por 3. El

ser expresado coiio

entonce o
e,^nkj

verda,d 3.

Cono o c uent enent c

esta.

para efectuar d ene st racione utilizajido

la verda.d

gara luego al an

inferir la ver

la condi -

ITo nial i lente la

este tipo es

foraa de -

i di

regla, es necesario

de cavia una,

probar, en cada

ccndicicnes 1. y 2., p

de Inducción Matonaf-'--

Probar la,

oiicillo.

caso
9

do la,s

paro dcl Princi:iD

dad de la

mea

proposición 3.

ción 1. usualncnte es

verdad de

nuy
l ■GCl-

s laboriosarea
en una denostración do

do la condición 2.

pro
bar la verdad

que tieno la

verdadero

que exige noccsarianento probar la

u.n condiciona,! con

ción, lo

el antccedcnto
por postula-

verdad del -

consecuente

¿adero y s

para que el condicicnaE cono un todo

oe satisfaga la

sea ver

condición. ITIc-i'!
ca, pe culiax

posible que para

ostruc

probar su

de la prueba condi -

tura do la condición 2.

verd oíd

Í1C,CG

■aplicable la

cional quo autoriza

sea
regla lógica

ato nr cono prenisa el antecedente -

afir.-'uar laPQ,ra derivar el consecuente

de todo el

uspxla.

débil que para

y, lueg^o

condicional indopendicnteacnt o

vcrdo,d

do la prenisa

por inducción

s

A nanora de de.'iplo de.^

ior entere n la suoia do la

-■ lostraroj'ioso

cualou
sucesión

nalncnto.
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/ / /

1+2+... +11+ ( n + 1 ) -jn+l) ((n+l)+l)L
5*

2

n(n+l) .. . 1+2+Lg. 1+2+ +n+(n+l) =+11= • • •• • •

2

(n+1) ((n+1) + 1)
2

El pr.GO Ig juDtilica pC'r F. C. en 1e 5.>

.+n = +1)L„. (¥n) (1+2+.. +n+(n+l)=1+2+7 • • •

2

(n+1) ((n+l)+l) ^
2

El xiaao 1„. se justifica por G.U. en *6,7

ni. la torcera parto de la d cj ,10 G t ro.ci ón t i ene

función de goneraliz.ar q,ue todo niíriorola

n tiene la propiedad cine

condicioneG 1, y 2.

+ n ^ n(n+l) )

so lia denostradoj ?

satisface 1

(¥n) (1+2+

c -o

« • •

2

Evident oj.iont e,

asuxien cono preaisas

oicionos del

nostración realizada

ade.nás de la línea 1

onit.i lética,

en la dci se

las propo-

quo establecen -

de los enteros talos cono -

j
• 51

iste.ia de la

las propiedades

la as

ñas conocidac

ociatividad de la adición,

cono funcionan ect

etc. La. naiiera explícita

cxprGGa.daj,prenisas no ha sido
n c'

pero

en la nedida

e,' icáti-

condiciona,!
/ ^

la regla do deducción de P.O,

IJuode .afir.riarsc ouo

Cjue su validez

se conportm cono tale

ha sido presupuesta,

nor-ialncntc no hacen explícito el uso del

de los cuantificadores ni de

UJ

Aunque los nat

co

el hecho de que nosotros

tos no

cente en la

ni. hay anos obviado

ignifica todavía un on.-'lisis

tos concep-

de la lógica subya -

plicación del Principio de Inducción Ilatej-iá-

.o
V-'

Cí
o
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tica.

Enunciación fuerte del Princiijio de Inducción Mato-

- .lática.

1.5.

Se conoce con el nonbro ele versión fuerte del

Principio de Inducción líate, lática a

incluye un

para deriv^ar la llcuaada

un"' forriulación que

varirntc en la ocauiida condición establecido.

yene ralización inductiva.

llientro-o que

desde la suposición de que un

nente ele'-ido tiene la propiod.ad P

que su sucesivo to..abión lo,

puesto p.arocc ser iiás c

que todo

tienen lo. propiedoul P

no lo, propiedo.d P

la condición 2. de la versión

núnero o.rbitraria

se tro,to. de probar -

tienej en este caso el presu -

igentOj |)UGo de lo. postulo.ción de

nenoreo que cuo.lquicr nú'iero

, debe probarse que to^iibicn n tie

onterior
j

?

■\r

los elcnentOGr.
n

Lo. fornulación del Princiioio do Inducción Puer-

te es c r~\.‘

10 Sigue syjj.

1. P(l)

2. Po.ra cuo.lc:uier n arbitrario^ si P(lc)

ro. cualquier k < n entoncesP-

P (n)

3® 3?ox* bcii?LÍjO j .ve. oüdo rxj P (n ) (^)

Esta enunciación tonlDión

la existencia do una propiedad P(x) paia

o.siiaej cono lOi, anterior,

los individuo

{■X-) T'Oao.d'O do Irving Copi|
p.209.

bil Gil tanto os

renda a e-sta últijia.

Synbolic Logic, tercera ediciii,
La versión fuerte no es independiente do la de

dciio-stnablc usando cglio reglo, de infe-
En la sección 2.3. proporciose
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Cicl uilivcrcjo del diocur

1. y 2, E

G,'-3unda

conocidoG

ociIígíngn 1

cnctar do otra

preferencia

cjUG la utilizan, por ejenplo,
ción del conocido tcorona

puedna verse la^

Synbolic Lo/:io

i.Ia.tliGna,tio,al Lo.aic

tivaj'acntG.

GO CiUG
condición

poorte, quo oot

de alpunos autoicD

j (Ti

inxcrGoanto

veraión poza de la
o
»-)

para la doneotra

Al roapecto

de los liEroc

, Introduction to Llatlaenatical Lopic

de la deducción,

■rtos correGpondientes

y

de Copi, ílendclGon y laeeno rcGpoc-

Aoini -■10, de usarse cuantificadoroG

entonces

que delen ser cuantificadas

ri-

en la for-

nulación anterior,
variable

ocurro que tanto n cono k goi
o

saínente,tinivers

pues la cuantificaeión

rror de afimar la exiotencia

existcncial de n conduciría, al e-

dcl .nayor núiaero na.tural,

Ejcnplificareoioa dc-aostraxión r

ílatenática,

con una
luy Gon-

cilla el uso del Principio de Inducción
sión fuerte.

ver-

ProbareriOG siguiendo a Copi en lo fundaj'ion

que un aistena lógico que contiene los signoG
P,Q,R,S

9

tal,

oicionalcG

disyunción

plcto en el

ción de verdao

propc

oolaunente lo?•“••• y operadore

fuñeionaInente incoa

C'

deQ9¿)
»o

n it

y conjunción

Gcutido que no

V
O r-t

puedo

1 C'Onocidci, cono la„ nega

0Xj^)rGaa'u'aG en el 1.?, fun

_ icióii conjunta (^)
verdadero

u

opera.dor "daga”

doG su

, que asuiic el valor

acunen el valor fal;

cuando to

arguiaento r»kj
o

so.

una donoGtración fornal del
fuerte a

Induceió

(3t) El

na

Princij;;io
1 que ñas propiau; ionte go le ll.a.oa

do Inducción

1 Principio de
n coupleta.

de negación conjunta os usado por Ouinc
su labro Logn^Jate^^ ( Pev. do Occidente, 197^

Este' operador y el de ia.cup)atibili
u Í-I.P. Siioffer (Puod

, p.

erían de-
63.).

ad o

bidoG
le verse la versión dada por :'diin9t>

—I } ÍJ
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Con el olDjoto do establecer corrosponriencia en

tre el conjunto de fórjiulas dcl sistc/ia dade y el conjun

naturales, dcfinircñorj el concepto deto de loo junicroG

longitud do una fónaula, lo pue no

líente en Syiabolic Lo■ ñc. p, 210.

hace Copi explícita -

Longitud de uno, fírnula L = Df.

do cioic consta L sin contrr 1

g1 miaoro

po,rcntGGÍG

V" y

Per Gjciiplo la longitud de "P v

Es

n do sigaiOG

contabilizí-'j.ido cada

7

ocurroncio. do T) ti ti II
J.L

9 • O o

iijiio dictinto.

isiial a 3.

cono un o

P" es

En lo !,;UG signe desarrollaans la donootracion.

I. Probáronos nuc una fónuil^

no puede ser vordacloDra si sus

de longitud i;3ucl

011 falo o o.
a 1

conponente o

Cuando una fórnala g(P,Q

igual a 1 tiene solanentc un

debo

) tiene longitud

signo y Goto noccoariajicnto

73

^ XL ^ • o • •

oloxiGiite una letra propooicional P,

.. puco do otro nodo

En tanto f:uc los arounent;

sor
o Q, o R,o.

no sería una fomiula bien foraada.

ÍD

, desde esta prenisa g(P,Q,R.

1 fómula verdadera, desdo gue

han sido postulado

) no pue-

e G n o c o G ari ane n t

o'w ’ o
^ • o

todos cono fal sor-

de ser u

igual a un'-

• •

vj

i

sus a.rguneiitL.s. Por tanto henoac sadeisf o-r?
t-j

tehoad y .RuggoII en la ntroduoción a la segunda edición
Ixincipia Ilathcnatica (1927)). Posteriomente Ricod

(1916), UGando sólo el operador de .inco jp-atibilidad
-nrrolló la lógica preposicional. León Post (l92l) a])ro-

vechó loa resultados de Picod y taabión trabajó el ope

rador do ince: ipatibilidad. Este cporoxlcr fue goncrolizad'
c- 1,. lo \Ícl'. do pi-gclicci,Ci 1'D por .i.Iosus

Ij en un trabajo que- prosontó
G-ottingon.

d e

-7
ClC5

o

r

O

CiivCí'inkcl iicdionto

1920 a la So-

IJ

la fuñe i ó.

ciedad Tíatcnática do

en
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cho la -pri. iGx condición al dcnootrar c^ue

lonaitud if^al a 1 tiene la proxDiedad

una fórnula de

CIO no oer verdade-

Cl/

ra curoido todoe co:iponcntGGOUG olí xo^leOo#o

II. Para prolDo.r la condición 2.

nd a

acoü'iironoG que

'.’olc tiene una. longitud nc-

verdadero cuando todo,o

cualquier fórjoula bien for:

ñor ,uG n no tiene el val
/

au.aent-..;3 ,son líalooa.

or
suG a,r

DG,3dG Gota po.otula.ción de.^'iogtrare -

bien for.aada que tenga una Ion

irpaal a n no puede tener valor verda.dero cuando

noG que cualquier fóriiula

qjitud to

do GUO cenponenteo Gc.ai falscG,O

ExajaincjaoG una. forioula

;(P5Q,b

bien for. uada arbitra.ria

nente t . ) la. que tiene longitud n

una fór,.u.la bien foriiada

n•da cono
yí • •o

1. Cono CG11 ■>

cntonceG debo

tener ima de lac -1

OG fox G GiguicntcG;Li

d-, (PyQyR

(P j Q j R

f ) . )1* ^ • o « •

f ) )/r V2“ o

1 9 o « o « 7 « o «

donde ¿^(P^Q^R
f6.n:ia,dac cae tienen

do conior.'iid

Ccuda u.

) y G2(?yQ¡»R ) Gon fóiaaxilaG bien

loj.igitud nonor que n.

^ » p p? ®

UI
Por tantOj

1 iiociia. antei'-ioianentedi con la pOGtula.ci

de dicii.a.G fóraul

Ox

J

CG falca cxiaiido
o r •

suG rcGpecti

ConGccuente-argunonto,.. jQyi

nente, dadas doa fórnulac

vea o

,G (<11 ’fc ü J. O G f a.l G O íz¡ oX J-L J , . e i Ci

cada una do las cualci;.

conjunción cojiio lea dicyunción

coiiGtruyan t.aabidn Gcrdn faloaa,

quicr fórnala g(p,Q,R

toardo arbitrarinacnto,

fcllO e i-j

tanto la
':uG con ell, r; GG

Por conaiguicnte, cual-

) de longitud n, donde n lia aido

tiene el valí;r falco

^ p p «

on GGte caso.

III,^ Do GGta--nanGra iioncG px'obc

que l.as condicionoG 1,

en loG para-U

grafoG 1. y II y 2. n. verdade-
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; luego, a,poyánclonora ri

en el Principio de Inducción Ma

f óriiu

signos P,Q,

propiodoxl de no sor verdodora

Es decir que en dicho sis

función de negación conjun-

funciona-liiente conpleto.

tj c<
o

tenática, versión fuerte,

la fien fornnda del

i)OdcnoD odirnar cuc toda

istena que contiene los
o

R,
II

V" y tiene la

do sus orguinontos son fo„lsos.

tona no se puede expresar la

to. y, consccuontenento, no e

cuan

o
o

1.6. Necesidad del uso del Principio do Inducción Mate-

ricática en Ion dcnostraciones lógican.

El Principio de Inducción I'.fotenática,

en su versión débil c en su versión fuerte,

particular interés teórico,

velos nuy elenentale
/

de su empleo.

ya seo, -

resulta de -

debido a que sólo en los ni

do la lógica so puede prescindir -

Sin embargo, cuando se dcsc.a dejar el ni

preciso, dar una deriostrcación o,un de -

cj
o

vcl intuitivo y

algunas propiedades my conocidas,

reglas lógica;

mente insuficiente

se

entonce las usuales

cono el Modus Ponenso

resultan coupleto,-9

para legitimar una prueba.
ri
o

Por citar sólo un ejenplo, tomado de la lógica

anotonemos que serio, muy difícil da,r imo,

para la conocida tautología do De llor

de una longitud n corbitraria

propo Gicional,

prueba no inductiva

gan generalizada a fórmulas

mente elegida.

En cambio, aplico,ndo el Principio de Inducción

resulta sencillo probo,!* lo, vo,lidcz para, todo

iguiente fórmulo,»

r.fct caótica,

n, de lo. O
o

A AvA' . AV
2 '

• • 9

r 2*
o • •

n n
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Para cío rrollrar lo, dc.iiostracicSn osc: o
Oc- GUficiOiltG

aplicar ol aoncionad principio sobro el iiúiaoro do

nontos de la fórrmla o taiabidn sobro lo

ar^ja-

niínoro do

El couponcnte dor£

cono la, propiedad

curren

cias del operador

cño puede ser

fl

de disyunción,

int G r] )r G t ad o fác i Ir lent e

II
V

ciue, por una tabla

dicidn 1.

cncilla sróbenos _c^ue
ri

satisface la con

nediante un ra,sonajaiento siniolo

rj
>

luegoJ 5 1 c
V>/9

puede probar

cuente de la

c|ue dicha, propiedad es poseído, j)or el conso-
condición 2 asuiaida rué la poseo el ante• >

codento.

De otra, parte

cas de la lógica,

cjUG es utilizado,

zaciones clásicas

Estarlo

tra,cicn inicia.l

trabajo titul

en 1

encontranos

en lo que podrí

prosontacionos axionáti-nsf

que exisre un neta,tGorom

llcna,rsc las a:cio::ia,ti-

regla do inferencia.cono un.o, poderosa,

aludiendo al Toorena de la deducción,
es conmiiaentc atribuida

o "Investigaciones

o.

cuya de.'ios-

a rierbrand en su

en teoría, do la, prueban
1 propiedades do las

co en 1930,

c-b

proposiciones verdaderas". publica

la, prueba c^ue se da, para esto toorena

vel de la lógica preposicional o de una, teoría

orden,

Ilatenática,

o de la, llanada versión fuerte.

a, niCl,

de priner

presupone la validez del Principio de Inducción -

prefiriendo frecuentenente los autores ol u

O

Por otro lado prescindir de la, inducción nato-

nática en l,a denostración dcl Toorena de la

se nuestre daña,

anionática,.^

deducción, no

en la, nodi-

gcnera,lncnto s£

.foduG Ponens. resul

regla, no se tiene un instru

un notateorona que es vá,li-

es una posibilidail que

da que en 1.;

pue
cj
o

pr o sont a,c i ono s. o

lo se usa cono regla de dedicci:

ta conprcnsible que con esta,

nento suficiente para jnob

el

o -.'y

uo-L
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do pcorn, todr.

n de lí

dcj.iOGtración que conate

ncao, puco Ir.s

de cualquier nuuoro

sucooiv.as

roiitizaii la ser orevi i dad

aplicacionerj dol Ilodua

on cate can
Ponens no

o deDcada

procese inde-

requísites -

y, do cor efectuad , nos conduciríoui a un

uc no reineirí.

o t-\

finida

do una piaieba

lito prolonpabloeie;
lo;O

concluciv.a.

Por cor rt i culr rricnt o relevant o

ccontare

do la deducción

o o

para nucotroj

l)lantc;inicxit.;G

dol Tcorona

clácico, la

delson, en ;

a continuación

1 cálculo

sido desarrollada "

if

una prueba

propocicionrlpara

■ llena que lia

3U libro Intreductio

Elliot lien

1^0 MatJienatical Loaic. -

^ jOCX

J.J.

cono la propocición 1.8.

con debido

Henos decidido senuir a Ilcndcl

dcj-aostracion que -

j del Modus Ponen

a que la cenipronsión do la

fori-nila sólo derrnda

del toorei

do tros

do la identidad y,

do Inducción Matonática.

axiona,s

ovidentónente,

En cambio Kleeiio

r«
KJ ?

'TO
- iC-

dol Princi
pío

y Copij -

.LOcon'’rollaii 10 y 16 teora'F^
de dar una prueba

on suG libros

respoctivajaonto,

nado resultado,

pruebas

Los

citadosana e s
}

antes
para el ncncio-

introductorio
En al¿^unoo nanualos o íP.kj Uo

presentan
que, por no cor ripurosas, no las baanc

a utilizarse
c onsid orad o.

on las íüianila

OoXionas
on l,a donostración

o

sipuiontcG 2.O

( A — ., ( BAl. A ) )

A2. ( ( A

A3. ( ( B-'
1 ( B ,.C) ) -:>(( A-nB) .>(A ^C) ))

A) - -B-^A)^))

(^) Cn'úL. an tar el sist' u. do axicnac dau el1 por ::

si q.lc ip’.c: el
la. ló eicr.se.

■

proAKe ■ s
;

uo Hu res o 11 y
dol .uilbort Bci

tonas do tros
do Hoss

*rn

bitel.oad y c ’ Ir ecc-PGiacioncs usua-

y dol Hilbcrt Aclc-orna
tanbión el do J.

er y el do Lukasievicz. Ecto últino
bcr sido el

lio

les
^yc

axiOiOas Gv..n
-lajni. Sis-

pLObbin, el
ha

tres

paroco

un sistena do sóloprr.ioro on usar
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La rogla 1

ya lo indicrif

la foriiul,?, !

lea do cle.aosl -c'O.ción es el í"

teorena do la

dus Ponens.-lo cono

l' antes, y el identidad es

/- .

^0230 p

definición precisa de

de fórinulas 1

de la pmcLa.

previoo

es conveniente fornular

prueba do A desde un conjunto

que son dononinadas lau

j—Á se leo

una

bien fornadas p , nre

aisa o

La cxiirosión
o

n

prueba -
do A desde t!

Definición de

do líneas

oruGba de A desde T n

A).
1

Es Uli: secuencia
A- , kf tal que A= A1 • • • ^

yn
n

para cada i
^ os un axioria,

directa,

caso el Ilodus

I/'.? o A.
^ pertenece a f , o

al¿3una regla do
es una consocuoncio

derivada
obtenida por

IPonons), de líneas
(en este

la cecucncio-.
pre

cedentes de

^.unciado^del Teorena de la Derlnnoi ón.
to do fórnulas bion

B, luego —A

K-

Si ;
un conjunOÍJ

fomadoG (fbfs) y A y L son fbfJ V'-v c?

y>I

A!9

la denostreción de cesto. proposición es cono si
gue s

I. Sea B B V'
, una prueba do B desde Un 'A

en la ouc B = B. En esta etapa do la denostración proba

cuiiplo

n

renos
ciuo el enunciade del teccrena so

para 1 = 1, -

es logicaj'icnte de

el teorena

este r''es, tpuo la

ducible desde la

desde le

firnacióont ^_.A—
1

postulación foraulaaa en
Por

1

y
v^s axion.as. ofinición dV.].

o prueba, B

condiciono

ólo puob

1d estarr»

algunaen - do las tro si,guicnto
o
KJ

O CJ

y

axloj las

lo señala
ra g1 cálculo proposicio
a libro -ilriototlo

-^al, on 1929,'
G SylloniGti c

SGgLÍn
p. 80.

Gil O

1
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tod.a,s olí conducon al cstaliocinicuto de ' > ; Bxi

1*

Condición

puede

Cono on virtud

a) B puede ser nicnbro do ! ?

Condición

del axiona Al. (b

po,ra los Censos

Liediantc

pornite el e stalDlocinionto do f'

Con-

c) B^ pUG_

1 ^^(A-.B^))
) y t))

1
lición B) B

do ser A.

tandoicn un

ser un axiona;1

O QO o

axiona, por tanto,

aplicar Ilodus Ponens

a

so puede

lo r'uc

■la afirnación de

1 • A
—-^B En

I-el Craso c), curando B os A, ocurre quef A ^ B es un
1

tcorona debido

denostrado

a quef ... A

5 y, por tanto

un teorona.os previanente

se cumple ; A
5 O-J. -

1*

II. Probareno

nena, la. cüi'piición 2.

de Inducción Hatonática

que se cui:q)le i i ~

i arbitrariaaentc

renos que es vorda.dT

plrontoan cu.atro cor

b) B.

ahora-que para nuestro

versión fuerte del

o

• aetatc£

Principio

Para ello asunironos

de la

se curiplc.

Olcnido,

para todo k menor que

postulación prob

Por definición de pru.eba

a) Bj^

cualquier

Desde esta. a,-

A-nB. .
1

so
luiciones posible

cstrá en ;

s para

; c) 3^ es A; y d) B^
ie tal naiiora que el subín-

OS un axioma.;
se -1

sigue por K.p,

dicG j os

fóri:Tula B

desdo B
j y
el subíndicemenor que i,

de la fomor, 3..

n os lenor que i y la

En los tres primeros

por -

a,d, 0 3 lo

es - 'B. .
J 1

1 parte do la denestración.

O

m

casos, como en la

axioma Al.,

gítima la

prinerr

Modus Ponens y Teorema do la identid

.afiniación do i mB. o
1

En el caso d), en tanto que henos a.sunido

k Jienor que i,

>B.

que el teorema

cea pódeme

so cuaplo para todo cntoii -

Kafirola

(B —.:íB ) (donde B r

la validez• O CLC f ■—
y do ' Í-—r->

pues ya henos
/

por axiona A2.

■ )), y

d
•>B. os la fórmula B ),

n ’

Cons G cuont oment o,

d 1
D ' 1

Ó X i y n Ci.asumido

establee o. -,B. ))crios i-
-m((A dB.) -.>(A

d
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ClosdG OStc'.,u fómulGo,

PorxenB, podonos n,fir^iar ■

o

nodianto do plicaciones dol ModusC!
►O

A—->B. .
1

III. Htabicndíj

1. y 2

probado que so

g1 próxino pa.sü os

sa.tisfacGii las con

generalizar el teore
diciOne s

• ?

na para tod 1 y, por tanto,

du cua.lquicr

cono 1 = n, para todo n, esto

núncipara pruebases, de líneas.''/a
vj

n :'!Grtinente enalar que la prucloa antes

os breve y bastante na

que otras presentaciones.

Epeneralizada

Sacristán Introducción a la

foi^l, pp. 163 - 172,

c:

desa.O

rrolla-da, oidenás ao rigurosa,

sible a.l lector n;.; GS])ecializado

GSjpañol i3uede verse l,a,

te teorciia on el libro de II.

liójgica y a.l

la oxposicicii do dicho

cna Hilbert Boma.ys

este trabaje.

n

accG

E
denostración

li

do es

álisis
Sin enbargOj

del

que la

ntor, hecha desde los a-xio.na.o

sist
veces nás lar-'^-nos van o

9
<5 ni.

elegida para

la crio st rae ion

teórico debido a

del netohoorona anterior tiene

que denanda la utiliza-

cojio una, regí

ba en los lenguajes -

considcrauios -

la lógica -

roo,lizar derivaciones -

y explícitas

en las proGcntaciones

especia,! intoró

cióri dol

de inferencia

cj
O

irincip'io de Inducción I.fctenatica

aparece cxplíci

cu

que no

lógico

que tal voz la

contexiporánoa es

de acuerdo a regla,

serprendente que

la lógica se ;

tifieación

no si se

ciertanente,

oe la nolcsti

en los cuales se lo denuGstra.

característica fundaaontal do

o

Si

la pretcnsión de

dcfinidca^

1-

n?
o

, entonces rosul

axionáticas do
ta

asuria, sin nostrar
nayor Ínteres on dar ju

ricriCiüna,do

—

alaquia, la validez del

tratara do una regla do -

principio CG

nuy especial y,

cono po.ra tonar-

deducción

lo suficiontenente evidente

de hacorlca explícita.(. i/
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E1 afirnar que el Principio de Inducción Mate ■

oxprc Gane rite ’cn 1natica no go enuncio. .ax i onat i z; ació-O.S

nos convcncionalcG por que

netatcoronas que,

presentadcv no sería

puesto que usuali-iento taniidn

citamento las

la presencia d

so lo emplea para demostrar -■

cono tales, no pertenecen al sistema

una justificación satisfactoria,

G necesario^ definir explí

pr o XI i o dad o s no t al ingü í st i c a s,

e

Asinisno,

teoremas cono la equivalencia do Do Mor-e

gan, .antes señalo.da,

la nocesidead de n

inferencia

dentro de un cálculo, está expresando

isuiiiir dicho principio^ cono una regla do
a nivel del lengUcajo objeto.

Además el eatatute del Principio do Inducción

presentaciones axionáticas no esí%tcnática en las
semo-

jontc al del Tlodus Ponens,

cesita sor justificada

expresársela fácilmente nodionte

este medio,

ción

pues esta última regla no

intuitivexientc debido a que puede

una tautología, y, por

probarse que se trata do una regla de doduc-

ne-

respecto^ a la cual la i^ropiodad do

es horeditari

sor verdadero

En embio el principio mencionado no -

y, por añadidura, hay ••

m

tiene la forma do una tautología

serio inconveniente que impide

tautología,

ralización inductiva

un
exiDrosarlo mediante una.

Esto está dado por el hecho de que la gene

expresada loor una fórmulaes
cuonti

ficada universalmcnte la misma que no es definible,
por una función do verdad de enunciado

en

general,

res,

nito.

singula

que tiene la limitación de presuponer un universo fi

C5
O

lo cual tronsgrede el sentido fundonental del Prin
cipio de Inducción Matemática.

De otra parte,

lügicr.s no

la presencia del quinto postul

olo xolantoa. la, cuestión x

La

do en las pruebas ci
kj

re
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-

ln.cionc■,-q

con su IcaitiLiidnd sino baíobidn lo. rcforonte a

la in5TaficicriCia las reglas de doducciórij tradicional

,ra la dorivacic'ii de todas lo.s consocuen

cias QUG SG derivan do los a.xioj:ia,s.

do

:lente Icd'-ica'^-o , X

Los tratadisto-

ncraliionto no consideran al Principio de Induccidn IJatO'-

rc,3la de inferencia de tipo lópico sino

que ad:aiten sin discusión su carácter natonático irroduc

tille. Esta es la ra,zón que está iiiplícita, en lo. univer

30.1 acG'oto.ción de la reducción do los axiono.s de Pean.. ~

5 que cur)Oiie que sólo los cua.trc axi£

iio.s rcioroiitos a la identidad, no son aritj.ióticos y pcrt_G

nocen, p..'r tanto, a la lógica suoyaccnto del sistooia. De

3 go-

nática cono una

■1
QG nUGVG a cinco

ta nax’ora se instituye al Principie do Inducción ílatojuá

tica en una proposición estrictanont

teoría aritnctica o aritnotizaljlo.

foivialización de la .aritnótica, d
loe incluir entre

Q

privativa de un.a -

En coiisocucnci-aj una

esae esta perspectiva, d£

ápices al principio -

.o
VJ

extralsus axionas

natorira de esta discusión.

Asinisne, si

puede prescindir del Toorena do la dcduc-

sc pcn'iitan pruebas

cierto ¡puG en uiica a,xionatiza-gi O

ción lügic se

ción con la sola condición de que no

desde hipótesis o prc

t tac X Gil o. ip0'bro c cx'ia. ..

le que

uso ólg la inducción natoiiátic;

recurso no evitaría la ínteres,

P-n el hochw do no peder

la deducción ]a;r :iótod

misas, tajibión lo es que esta lii.ii-

nel'io el uso del nótodo o-xionático,

'ocio nuy caro por prescindir del
o r<

na pagar un

Por otra ptartc, esto

ito liiiitanión XDlantoada.

instenrar el ni;Sillo Toorena do -

convcncionalncnte lógicos,
r~\

'.u o

(f-) En el capítulo III vercoios reducción puedo
'.liza- la aritiiótica dontn

estaque

ser aun .aayir si se f:.r^

de la teiría de los
■J

conjuntos.



CAPITULO II

HODüS PONEUS Y PRINCIPIO D INDUCCION lUxTEIUTICAJJJJ
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2.1 El Ilolus Ponons co,:.iü concliciüii nccosr.ria on las

por inducción.■"ruGbcio

Eii las scccionos prcccclcjitcs lie

PonoiiG

nos lie ello alusión

do que es la regla
al Moda asuniendo

o

en cierto j

de iiiforoncia

deductivos

r.uc riejor da

que se realizan en el ca

cuenta de los usu.alc procesoso

po de la l(5nica. Cior

para justificar nuestro

constatación de cpio los

c.n ‘Cides uti3.azan a,l J.Icdus Ponen

tanente un argurionto de

cedur puede estar dado

I
necno

pro

por la
SIS

tO'ias lógicuG nás

oio única regla

venda de tales

' o
co-o

prinitiva de

istenas

inferencia. Isinisiio la sol-

rr?

no se reduce a. sor conocidos si-
o

oC’ii,

"^rolo-da ijiportantes :

razón se recurre a

no f;uc en la„ .nedida que sa,tiofa.cen do araicra

notateóricanprepiedade

onudo a ellos

^o-Slj ojoi-ixilo,

S es cnaploto,

O

y por estao
I»)

para Cunvalidar denos-

Hao Wang para
tracicnes.

probar que un

su trabajo Sene fomal -sistena lógico on

details on predicativo' set tile orio *, prux'ba ogio S e

i S’ del tipo liilbcrt-Bcmays,

y y, de esta nancra, establece la -

O
c-

quivalcnto a un

coriplcción c

prueba.

iste ':nb LO

cuya.

conocidas

Espccíficaoicntoj

el de Whitclioad y Ru

considoraiics

olí contcnide

sistonaoS cono ci

en la obra Prin

lys, g1 líilbort-óxlcGr

dos 5

cipia Hat.

ss

coaatica , el Hilbort-Borna

ol do Rosserpnann ^

do que

ca regla pri. litiva

el case dol de Rhitehoad

el de Lucícas iGvicz, etc. El lie ello -

cono úni-

constatado on

el prijicr -

tos sistenas ^"tiliccn el riodus Ponens

de inferencia

y Ru

o

puede sor

ell rcvisaaidcQ O
O O

(^) Est

fí :its,
trabajo exta

Pg. 585.

pi

contenido 011 Logic, Ccnputors ajid
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fc ' ^

Dt- l

Ví
\

y ^

voliíi'icn de Pinciiiiâ Ifatherieticg (n.QAl. En el cnso del

s i st C: in HiIbcrt -3c me ■'

cien hecha por

y el análisi

ys puedo recurrir so a. 1.a

luol Sacristán

f ornal, (

prosonta-

on Introducción a la

lio),

tonada do los Grundz

Del HillDGrt-.ckornanii hay traducción

oste sistona

ló

£ica LaID

presentación
O

l-' •

de Sacristán ha

tischon Lop;ih.

español.

SICLO
>tge der theorc-

al

Taribión I TT!vJ. o!.

y par.a el do lícs'

puedo consultarse la

pi en Synholic Lo,rio p. 201 y
aludido Oü

excelente p.rGsentación hecha

El sistei

por Co

de Lukn,sio-o o *

vi r> r7

ol presentado

hristctle»3 Svllopñstic p. 80 y ss.
rnr puo

regla prioiitiva

por esto outor en su obra,

pertinente acla-

ronons cono única

cntido c[UG es la ú

do separación, -

de una inpli

E O
o

cstroi ;s considerando al LIcdus

de inferencia en el

raito realizar la

en independizan

canion do su respective

Ci

nica^ que pe

consistente

operación

el consecuente

antecedente.

cnbmpy puede dansc uisin

teórico x'>a.ra i

te en un

riatonática.

os cierto oue olla

razón de carácter

reiteradanon

el rrincipic de Inducción -

a
le .

nniicionar a 1.a referida regla
disortaci sobre

Esta es que puo do ar^oontarse que si bien

1 nism pana,

por inducción

inplí-

cencepeion de

insuficiente en

pueden esta,bloccrcG

lógica

discusión.

o cj
o

/Tp —O

rantizar priebas que

sin G¡ ibargo frna

cita,

este ti

7

p nto do la

en el principio en

subyacente,

Una

encuentra en el trabajo de-

titulado I-Taturaloza del ra

se

ÍIcnri Poincaró

natej-iático.zona- liento
^ . So-

Publicado

Eilosofía

011 la selección do

do la Ciencia (Ulhó
fue publicado en La

do Poincaró,
I, México, 1964)

ciencia

ensa.yos

pp. 217“

y la hipóto-
233 o- .'ntcs

SI n
o •



to : latoiláticcnotablegun

clucción Ifcte-'.'vuica no

conclcris- un- iní'inic'ncl ele

O s franc , el Principio de In

CG Otra coGa puc una forriula puc -

inioreiiicias dol tipo sipuicntes

1 r-y

El too-rci'oa o o cierto pr.ra el nmacro l

Luepo ^ si es cierto para 1

Entenees es ciort

GG ciertc. paro, 2j

para 2

para 2j es cierto para 3

para 3, y así s-uccsivaiaen

LuepOy si es cierto

Entonces os cierto

te.

Poincaro dcnoeiina a esto

sin cnb;or/

na do aplicaciones

una cadena do silopis

trata nás

c lo puc los lópicos

El silopÍ£

otra cosa, puo la expro

a el condicional,

prijicr antecedente

pero no nos pemitiría, afir

no hipotcticos,

bien de una Ccado

llanon univcrs.al, lonto 3

no hipetótico

sión de la pro-

1 n V' s au t or i z ,ar í a

clarorrr>.

!, cono G- 30^ J

O

repla del í.Iodus Ponens.

oroinari^, puo no os

piedad transitiva porp

a establecer que el

inplica el últi;o. c ■nsecuento

nar catcpórica, lentc

/

<ri O-o

qu el tooro'oo, so cujoplc para, los nú-

Oi noncs_^ epue apliciuoncs el2,3

Müdus Ponens

(n-M) .ñores 9 • ® • *> 9 2n j e • « ^

cono repla do separación*

En el plarite.oriicnto nxiterior p.arocc que do alp^
sux)wniendo la posibilidoE do definir elna nruicra so está

cuantificader universal en lc;S sipuicntcs teipiinos í

1. (¥x) px = Pa^,Df. Pa Pa
2 3^

En. la definición Df. 1 debe

de Peine,aró, q;ae

asunirsc, de confor

'Oliente derecho

conjunto do infinitos Glonontcs

nidad cjn la idea

do la equivalGncia o

Pa, übtonidc

1 c \J1

o
uno

LOS c.ada uno do ellos por Modus Ponens. Pero p)a1
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ra quG la clofinicioa sea

cada

correcta no es suficiente que -

sin.j que tedas juntas
'O SI ci en r,a.^ se.a verda.dera

prupooicidnc... n ,01 i t uyfin una

podría ser otra

finito-3

vcrdoxler.a, la

sa que uura hipotética, conjimcicn de in

111 sna que no

co

Cv..eiponentGs, Sin cnbaryo no es posible definir

conponcntcs de

1 valor de la pretendida

No hay conjunciones infinitas aun

la Operación

hido a.

conjuncic'n

oue nunca ohtendríano

para infinit e s

O
O u

proposición cenpuosta.

ovidenteaento, seque,

nitas.

adi liten infinita'-' conjunciones fikJ

Peinearó ora consciente d la líeiito.ción a.ntes

el ensa.yo citoido no jiroporciona

o

señale aun^,UG en
i nayor

que la equivalencia

wV?eraciün de

ón. De

d c Induc c ion Ma.t enáti

detalle. L;o solución que pr..ponc es

iihlc en el espíritudiscutida es

síntesis

por unaj.

uy especial,

esta naiicr.a considera'

que so iripone a nuestra

al Principio

do juicio sintético

rr

ca un ejoaplo típico

expresa lo que

cia

g priori que -

’j-iieiTco nat enát ico por oxcelcnos el rasor.

Enpcrc'., sin identifica.rnc 1cc c •'^priorisno -

if endi

la Lópi-

por inducción riatcna

de Peinearó, po-reco xn lo furido:..icntal cque r1O
o

ble la tesis do que

subyacente

el Medus Penons os parte d ra

r\

1 las deoiostracicnes

(^-) Pussell, en Intri.duccióii a la filosofía Ilatooiática p.

i7. bjota 1
discutiren

tesis d Podneare.? o En la

Sin cabal

do Peine.aró

sección 3,2
'".os esto probloi,ia.

concepción
ótica cor

cs inpcrtante

2 del PrincixDiü de
i'u. juicio sintético

do

señalar euc la

Inducción líate,

nuestra clara: a prior! d£
estuvo lejos del

so lo atrilxiye.

ntc que este

convonciwualisno radical que
.tonátic3

usuaL;iGntG
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tica.;

tá prüau;')uo£

tii.a de

vitará; al .acnOío

on ol sentido do quo la validez d

ncccsarioiacnto

nuestro

Pwr

conjuntos infinitos.

ao dicha regla

en la constnoccion do este

os-

et.-.

¡rui. has. argu lento soiDro estc asimt

ahora; cualquier conplicaci'

o G-

li.-OIl

da n

Si fornaliza-.nos Gl Principio de Inducción Mato

entonces tono-OiOssnática do 1 .aonora usual;

"P (1) . (¥x) (p (x) o p (x + 1) ) ) —(Var ) P( y)

Claranonte en este cas,: ningún uatenátic

el antocodontí

e 1 ir linar í;

o invo

caria quo un condicional con

ladero pcrC'Ue de hacerlo

tener una conclusiói

fal-5
SO es ver

la posibilidad de oh

separación del coneiccuGiito. Por)r
ja

tanto, toda deriostració

la validez dr

í.iáticalíate. por inducción; asuiie

j luego procede; do a-

a probar que

condiciones P(l)

continuación se dari.a

'11

la fórnul,

a la naturaleza

anteriorU Tr

cuerdo
del caso particular,

so.tisforc lasel tcoro.na e spccífico
y

{¥x) (P (x) > P (x+1) ), va

lidcz ol t corona c. do. lostr-rso nedianto la

a q.e cendrto ■

doiioninad-

cien degeneralización inductiva

(¥y) P (y); le

caeion do

dio una a

afilo

cual sólo 08 posible si Ci
so supwue una a^áli

la regla del Modu Ponens. Co, paso intcroiG

c jonplificación univor

el editccodenfcG de la fóríiul'^' “

O

licación de la regla de

para ^:uo

en estudio

'.I.

sal es necesaria

del principie

torística

P (x +1) ).

tifieadGr universal

condicional c del Teon

En la practica

ITuoda coincidir

■rticular ten

C COI 1 o r-i

caraccuto

o

que en un caso c (P (x) -
lo GUO h:"C0 posible

os el o. iplco

!. de la Deducción,

necesario

1

r e Gt i t u. c i ón d c1

regla de la y.

cuan

de la ruóha

segiín sea el -

hacer explícito el

ona

caso,
nc e r-i
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procos.:' cloocri-boj

lio sido ncc

cidn inductivo

ccdontc dcl

en rozón deporo j nuestros finos,

que todo deiiostro-

osto

osario oora poner en cl-'-,ro

do/lando so pruebo la verdad dol onto-

p.oro concluir

que

irinciioio iioncionodc lo do -

su corleo cuento.

Lo corpuj'iont ac i ón ant ori o r

utilización dcl llo^.ioxlo quinto

no lo validez dol

do inferencia con rcspcct..

enunciado vord

pomito sc'stcner r.uo el

fielente poro -

postuloal;, -

Penens ceno uno

es su

probar que la

do PoaiiG pro supo

reglo

IJodu O

o la cual lo

licrcditari /.

íiodu

prcjiiodad

Este-
do ser un doro os

re—

todo nossi

Poneno

es con-o o

lición

ducción Motono

no ce sano poro lo

etico y que éste

ilicoción dcl Principio

o su vez,

asegurar que el Modus Poneris

do In

os c„.ndición su

ficionto pora

lizado.

lia ido uti-O
o

...su iisno,

sari .os do un.'.

en lo nedido que los condici

fonnul-ción no

u validez,

oscvcr.or que

reparación,

enes noce

sen otro co 1 que loC5
0(. O

pro su

gico subyacoato,

lo reglo de in

f'-xma porto de lo

lotcnótico por

KJ

puestos poro

luego- pOd.C‘1. IGS

feroncio do

lógico

inducción.

ci

esto co, su ló
o

011 esto cutidor<
1^

antes iludido,

troción

o

subyacente todo, dc.ncon os

2, 2, La cuestión nlonteado

don dcl Hüdu

lógicopor los O

quG proscin-o

Penens (LO!

sisto.n de ilicod
o

^ r> o

y do
I-Icrbrond)

Pueden lioccroc ,ol .

planteaniento entes cL

soño.lor que

do sistenos lógre

cod que utiliza uno

nonos dos obsc.rvociones al -

princro sería el -

lian construí

Joan Ni

irrollodc,oso Lo

es uno cuestión

oo.tisfoctorio

1 reglo

de hecho que so

os s
cono ol do n.

distinto a

o

do iiifcrcn'3cio lo
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aquí postul-deaj

que

arit. íctica,

so5uiida pedría

interesante!;;

y, consocuentejiente, podrí-

dicho siete. 1.0.

sostenerse

SI se usor-
en la for.nalizaciín de la

/1' c*

cria necesario presuponer al Kodu PononsO

La
. ser tonada de

del 1lanado tccre

una de las c on s o cu en G i as

fundcviontal de

nitihlo 011

; construirse uti

reñías

acricro,lizada do sinplificr-

/

ñas

Her

iDrand que inplica f.ue el Medu

to ría de la

lizando lo.s lloi..ia.da'-

Ponons esQ

laO

cu intií'icación, 1-

roplao del pasado", la

encralizacioii y la reacia

(-■> e .
oi. el^ l.u j..>UC

tí

dosc*

1
Cic r

r

La ccnrcccióri de

tiras lioiitaci eioG ha

otros, p

hlicocidn do

Prono

Clwll. OStl'S resultados con sus rcspec-

^nnintada, entresi o. ; verificada y c.;.

en sus notasLurton Dreben
juntas

rbrand cont onid

a la pu-

cn Pron

"I -

trabaje

1-dol do van Heijenoort.

do TT .-C!
V-0

O s

tCo

lais a-odicaronos ahe^ra :

observación , o:

uciende Icsj

llniill d L. -^ ominar c 'n

5ibl

(.

talle l.a pri .

iste.d

la, lógica,

patibili

funcionalnonte

cualquiera do 1;

los rostricciono

f or- ula.r n

su oquiva,lcr: da..

ora

licod construyó
f's

»

ló'iico reun

usualc3 oporadorcs do

r^pesicional a

con el cua.l

coj qilotí

16 eperaderos

o dol le ligua jo

dircctancnte

sola.nontc ol ora.dor de inco-
j-

0 oS
;u

posible constnair unos?
sistena

debido' a uc perrlit o cX]irosar

binarios posible

le Ficod,

j

■u G
DalasQ

kJ o

P1

no os posible -

el Kodus Id.nons sino
sisto:1 su

Sin enbar Id rc,;;la Oo

oquivalonto a la

inforoncia, us,?/

forna canónica

Lo

da no es justa' ..nt o
CIO

la regla rl ■ /

separación, pue su osquo.na es el i¿¡nicntc s
b O

O

■í-1 rc'Gpccco puccic
268. El

porque

consultarso C

i de Nicod ta
Synbolic Logic
interesante

pi 9 9 P 'sistí

usa sólo
oblenq;.:.

0 o

nn axiona.
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''Desde P y P. / . R / Q se infiere Q I

trniisfRe p.liznnde cenocicle.s encentre.nrcioncs s

lies que 1,1 equivalente en nctacién usual de In, reyla de

ITicüd QSi

P y P (R.Q) se deduce Q"."DO sel u

CvJQ qmedo verse fcdciliiento, el liodus Peneno es un co,so

pnrticulcT de esto eGq_uc:i?, cuando se sustituyo R por Q. +

nás, se puede constatan sin dificultird qu.o loi

regla de Picod equinalo a la aplicación sucesiva del IIo-

dus Ponens y de la reg'la do sirpRificación, lo que pru£

ba que la traeici.nial regla do infi,rencia es c^-ndición -

necesaria rana la:, deducción en el sioteria, oxariiiiad:

Peno j axle

<»

Pana, cxa,oánar la, jeosiblo objeción basada en

una de las consecuencir:s del llaroado teorena fundaaiental

de ilorbrand, contenido en su tra,baj:_' Investiga,tions in

proüf theery (1930)5

n,rs caractcrística.s de su sistenaj que e

noninade con la abreviatura.

osario traer a, c^ilanión algai-

UGuaulncntc de-

G G -Ijj

c<
lo

En cata, exposición pros-

cindireiioG de detalles técnicos nuy elaborados y nos li-

nita.rernG a proporcionar, infornalncnto poro cin preci-

b-

. /

sion, ax ucllC' que es nocosanio pa,rn, entender el oontido

dcl a,r-nalento.

(i) i; llarndas "regí

don denotarse por el par para ñ = 1,

del pana je" 5 que pue-

6 5 son^

a,s o
e-vO

o • • e • ^

1. ^ -• (x) jó (x) ? (Ex) ~ 0 (x)

2. ...(Ex) 0 (x) I (x) 0 (x).

I

+ Este resulta,!:,’

tlon te. a geno
cñaladv,. por León

ral Tliery of olonontaru pr. pesitions, cifra

fue Po st cii Introduc-Cí
o

77
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(x) 0 (x) V Z ;{x){0 (x) V- Z).

Z V (x) ^ (x) 5 (x) ( Z V ^ (x) )

(Ex) 0 (x) V Z ; (Ex) ( 0 (x) v Z)

Z V (Ex) 0 (x) ; (Ex) ( Z v ^ (x) )

3.

A I

5.

6.

l) :\rco d. G f 3 r. xil r,En ont'.j 00 aoiu'ic c]_uc In vn-
o

o

libro en Z. CoruTutnná;. Ins f6rnuln,oriablc "x" n. O D C 011o

ponente ,btcnGi:iGS el pnr K, s J, , con 1
ii ■ ’

12 "reoino clol pns.nje

puc tdrlizenios■ OkJ

h

V'O.rn el sisteno. del Ilorbreaid. Asi
U

:iisrio os un rosultnd" Cvun cidcj cxprconde en Q

pura cualquier prc^posición P oc

lapor
H

prcpv.^oición 3,101^ que

puede cbteri.er Lira equivalente P' per .aplicación

reglas antL.ri;Lres.

nal pr.

1ClG as

La fórrula P' se donenina ferina nor~

de la fornaslex y OS

/ / /

( ) yj• 0 * 0 9 0 0 0 0

1 n

(Q.yJen 1.a que cadr es un cu.antifica.AlU r universal
1 1

GXÍGtGnci.aE que ü.-jc. alo;una de l'n

entre sí»

variables la.sa

a’
Cuande t^dos los

Uj

cuales son t'O das distintas

cuaeitificad. res istencia.l ntccc
-1

todv,.s los cuanex /-• o
v-. o

la fóraula es conocida cono fort if i cali ero s univer sale sO 9

eia nornal de Skolen,

Una fór’-iula P os une, idontido nernal si exis-A-u

te alLpina f. rna nornal prencx P' do ellaj desdo la cual

es dcrivablc por iiodios conocidos un.a idcntid.ad dcl tipo

0 (x) v n. 0 (x)

que Hcrbrand denomina identidad do prinora clase.

Una propesicióii p tiene 1 propiedac.
.3

L si os

posible drivar desde lia, nedi.ontc un procese doO SUS-



39

titución de osciuonns de cunaitificaderes una iDroposi -

ción P' lio es una identidad ncnvil»

Si una i)roposición P tiene la propiedad 1,

toiicoD existe en el sisteiia una 'prueloa pera P íü.-rt,

Preve, si P tiene la propiedad 1, entonces \

cn-

En

Rocí

Qh

procanente, si P os denostrablo en el istena Q_ cntüii-Cí
o

H’

propiedad 1.eos P tiene Ir

Hcrlir.-jid estodilocc cono resultado a partir de

.enestracion en C) deaiontal -f‘h+ que lasu teorena fuñe
di

una preposiciéri P, c[ue satisface la

única y oxclusivar-ionte de la

piedad

aplicación de las ''repelas

•las do aenoralización y de la re

precisa

. . ^ -i. U

.oe.jo 5

gla generalizada de sinplificación.

del de lac.' 'O
1. -

X-

Genocida la forna ló.lca d las "reglas del

las repelas de generalización universal y oxi_s

tendal, os f.acil const.atar rpac ninguna

I

saje" y d .

ellas logitide

Un "oofgicna, de cuantificaxlcres" y un "tipo;"

nos técnica,s en el texto Hcrloraud cpie sería la.borio-

e innoecsarie considerar aguí en deta.llc. Rsinisjao
no existo un algoritnc

cualcuior proposición P tiene la propiedad A,

Esto os un resultado de Kerbrand gue cstaliLne que un

teoría de prlner xócn es suoioÓlItic,anente coniúeta, tc£
renr aiya prueba UGualricntc a .-itríLuyo a G'ddL (l930),Ca.io lo

nge, Jlrbxirxl no concedió especial inportancia a

su dGiCstrreciái debido a guc 1^ ncciii do ccnpiccción no era

si¡gnificcativa para e-l debida; a guc aceptaba solanontc

.aótodos finitístices, S'-^^bre esto igxrfcantísii) norito

do Ilorbrand x>u^-jdc C'Ocnsultarsc el artículo do Wan

Si/nby years of Poundatiraial studios, cent cuido en la

obra .antes citada.

Yid. Proa Erogo te Godcl, p. 558

necio/ T'
WJ. _

ocidii; en general, siJ/'- PL

>w.«

scfirla V'J

O 9
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ripia ojioracii'n do separación,

afirnar a partir

do sus pr^,}-''

para que al^pina

Esto osj no nos pon:liton

do una proposición dada la verdad do una

osicionos conponontos, por 1:

o ellas presupenp

tpuG no liay razón

Por
A

el I.Iodus Ponons.ll

tanto, do las roplas necesarias

tración en solanente lo. repela

podría

construir una denos

penoralizada de sinpli-

presuponer la validez del Modus Ponons, -

no vorenos a continuación al fornular su

par:

ficacio J.Í

pacsj COI

do, esta si per.nitc la

tes.

onuncica-

soparo.ción de uno do sus conponcn

-i->

■ ‘{Ir. í'jGnorr.lizcida do
n■llJ !

7k -LLV_, ; sinp'.lificación Df, Si

en una proposición verdadera (donoio

proposición P v P
Qp)strabio en la sub'

es rcenpla.zada por P

nos otiaa pr.jposición verdadera.

entonces obtone-}

W

Lo, validez de est.a regla derivada en supone

la, ocjíosfcrabilida,d de loi fórnula P v P z P dentro do di

cho sistona. En cfectiv, cojio Burton Dreben lo ha

en su nC'ta B a la odicción

establece d cno st rand o

sena-

Icado en detallo
consultada,

on Q "P V P
rl

sin necesidad de recurrir a la "

este tooreoia so
pn

3, np P V P"
regla

de un.a -

, puede ren.lizarse

del liodus Ponen

do inplicaci-.:

proposición

tf

Por tanto, la prueba en

P, que tiene la propiedad

íiw.

«H

Sin ninqjuna dificulta,! con independencia,

usando 1

tizar el ri

Q

XO9

regla gencra.lizad.a

la operación do

de sinplificacióii

soiuración.

para paran

Esto rosul
or dr--

U'-' w'-L.

Vid.

Detalles

en la>s notas

obra do líorbrand

571,

Idce.1, Ibidca.

de esta denostración

d, B y D hechas
on

ÍT'.

pueden

)er Burton Dreben a la

"óol, pp. 567

or cünsulto.doC}
Cí
o

±'
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si¿Tic cln.ra'lüi'ito da le. dc/iostraciún cintos doscri

ccnsidcrcido por Horbrcind do leí nnyor inportoncino

su porte opino que os el rosultcid.j lósico de

in pr Ov--f tlioory.

todo SO

to y c C|

Drobon ‘v r
V

lo tosis sostenido en Investiootions

Sin critoroc l.o deoiostroción rcseñcodo. no tiene ■

lo fuerzo suficiente ccoio po„ro sustontor uno. ofirnación

en el sentido de que loi oritnótico seo forjoo.lizo.blc sólo

con los cicdios expresivo

noccso,ria lo "reglo de inplico.ciói

uo de-bilitorí''. si.;iiificotivoooontc nuestro plont00.0!ente,

que el jiisiio Herbrand

cünsocucnci.os do su too

de Q de to.l .n.nncro que no seo,
i"i

Esto no sibi1idod

o
UJ

n 15
xl

.1.

('

roolnentc ne existo, en lo ciodido

onctó oc uno. 110110.01(50 de losce

reno fundo, cento.l que el Ilodus Ponons ne es orátiblo en

uno teorío io.to:'iótic.o qeie coiitengo

outor no entro cíi

il)ütcsis,

’ooyoros dotollos po.ro fundonento.r lo. -

ex.octitud do esto últino oserto, q)ero l.o, r.rgu:'icnto,ción -

1-.
riucstroIX

que diioos por , probor que lo noncienodo reglo os cendi “

cien necesorio poro el uso del Principi..; de Inducción Mo
. X

tenático es suficiuii

tion.o c..n 1;''. único

seo. uno hipótesi

to ooro ovolor 1'' oserción berbreu

condición que el referido principie -
Cf
o •

Ciertooonte no o:.jorio, noyer orguiientoci;úi

que el Principia., do Inducción

es nec •o '

proborporo O.tOClátiCO es
TT

l.lC

Ilipótosis. ni respectouno
bosto señolor que es uno, pro

derivor espocífic,nicnte los pro-POGICI necesorio poro

posiciones verdoderos de lo orit.nótico y.pi..r dio hoy -

.lizociv.;nes de ello o los enuique añadirle en los forj

ci.odos ricto nxi,c lóqqcos,

iticns

r--!-
»-J u cono le hoco Horbrond

pred theery cono en su trotonto en Investí in
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“bajo Oii t'ic con istoncy üf aritl:. :otic(l9^1)^

2,3. La de )etracién de la versión fuerte del Principie

do Induceión líato.- látic,a dcsdc la débil.

Cono una linitación

dría, tal vez,

o yo no ralidad por ^■uo no afecta a
j

do Inducción I/Iatcnática,

de la aryuj0.on' -

bsorvarso tiuo nuestrota,ción prccodento

plantea'liento carece d

versión fuerte dol Principio

Sin enbarao, sin

ta ebjoci

pl>ant ooaiicnt

la

excluir otrn,s posibles

, nos liuitarenoG

resp est.as a es-

VI

a puntualizar que nuestro -

meninada versión

dij, en la nodido. que esta -

a partir do la enunciación débil.

;ncoiitrarso prueba-^'

la que nosotros brindareno

si os válid-O para, la

fuerte del principio analizr

.1
O

puGíic 30r

respecto puedoii

lativa facilidad,

tiiiucación tiene la

bor sido constrvñda dentr^

onostrí v-
L

r.ltemc.tiv"'Vw,/ C'
con re-o

;ro Q 3 con

ventaja, para nuestros fine de lia -■J

de uno, te orí o, f ro

en la que ce liaco explícita l,a

alisada

lógico, oubyo,centc.

de

nunoros

déitos de proseguir tou.oLbién es oportuno o,dvGr-

por uno, forno,lizo,ción dol Principio

no ser aceptada pA)r

Esto

j

tir que líenos optad ■

de Ind.ucción ILatcnó,tico„++ que podrís.

ciertas posicione

nos a través

intuicionistas.

de una féríuila Ic.pica que

lo expreso,-

contieno variablos

sen denoninadr
li r*! p P

—'-V por cuorxtificadoros, que

de una tradición iniciad

bloG aparont

is, dentro

y Ilussoll, varia

foro.alizacién tiene inportant

por V/hitolioad

o
k-- o •

diGC

Vid Idu:

En esto

pp. 618+. 628.-•

caso carece de inpurtancia

débil y fuerte,
fc'icne relevancia

distil

pues para

la usada

iUir entre -

una'poGicién

cono o,xiona,

laoO versiones

filosófica sol,, i
os, lo, débil.GStí
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fcroncirio teóricas con la presentada, por ojciiplo, por

la consitoncia do la arit

cual no contiene variables aparentes.

O

Herbrand en su do;

nótica

jstr;ación dea

la Do ctra

luo os gonoralilente a la versión fuerte a

a Principio do Inducción Coriplcta.

a

p art c, on o t aao s

la que se dononina

la fón'Tula que denostrarojaos cono tcorona es la

siguiente s

( ) (( - Z) ( Z o' X
ir

Í(z)) -j(¥x) A(x)T X
■7 X

(jue no es c^tra cosa cjuc la for?:ialización d

ción inf'.rnnl rpac liicinos ante

c la x)rosentí
/

cción 1.5), con

/

(Vid.■» C! Q <—1

la varionto que no incluirlos la prinora prcnisa, en este

a t;uo la dcnostración

natural y, en ccnsc-

Cono ya indicajao^i

irrclovante.

or sor innecesaria, debida

presupone que 0 os

cuencia,

la adopción do 1 ó 0 ci

caso "a-

9 1-

el princr niroero

tá dentro del roiigo do z.

; princr natural es

o
>sJ

'd

Eli l;o dcnostración

, y so teiiar-án cono

Pornal de Núncros

tarc-.LOs a continuación,

glas de inferencia alginias

conocida"^

te, y las reglas de intr

ficalores.

se utilizara, el toorena do

pronisas al;punoG tcorc.nas

'^on, los que lis

se utilizarán cono re -

la. doducci '

de la Teoría

a.

do Mendol

Ta ibión

ta.utülogí;

que las especifique

''ducción y cllainación de cuanti-

as, ouo por ser i'iuy

no li,''’c faltao n

10 3 previ anón-

o o

TI. ( t < 0)

T2. A(0) . A(l) .

T3. t

. A (k) 5 (¥x) (x.-. k—Ail(n) )e • •

Z '<"3^' (En adelanter
para dosig-nar

ircncs 1” expresión t»)

il sucesivo

de t u o o
Oe :/

T4. X = y—. (1 ( x,x) ^ k(x,y) )

D 2. z <' T7- t I7. X !V Z = X
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T5. x X.

La dG::iOGtración es cono 31^,110 s

I. Supen,^ pnopicdrol to.l co. lo B(x')^ quo sea en de
>A(z) ). Prcbarooio

prinorr. p-rtc ci_uo O tiene la propic-

En la secunda po.rte probáronos

sienpre cpac^ se supüng<a q.uG se cu

pie la hii üosis inductiva tíÍx).

1. (¥x) ((Vz) (z<x.-ni(z))~

2. (Vz) ( z^'0-^.A(z))--.A(0)

3- . (zv'O)

anos un,a

fer ia (Vz) {z ^talle laÜ o
O

priner^: en esta

dad B, est

ouG es VGrd,ad B(x' )

es B(0).

^A(x)) Prcnis.a.

EU en 1,

TI.

(z <3’ 0 - ■:^A(z))/I

-> (P

con 3.

^q) y IIP -Tau.a.

5. (Vz) (z .oAO aA(z))

6. A(0)

7. (Vz ) (z

8. B(0)

9. ( Vx) ((Vz ) (z <r

3, GU.

2 j 5 in?.

■>A(z)):o 6. T2 (para k = 0)

7 es B(0)

4 A( X)) í> A( z )) -B(0); (Hajr

una prueba de que B(x) so

x-

cumple para x = 0 ).

II. 1. (Vx) ((Vz)(

2. (Vz) (

3^. (Vz ) (z

4. (Vz) (

5. :A X' )

A.x^—>A(z))—•?A(x) ) Premisa.

Hipótesi

2, T3.

z

(z) ) inductiva B(x)z

—^A(z) )

->A(z)) .•.-.-^;.(x«)

•I

Tr t

1, EU.,x

3,4 EP.

6. j
~>Z ■'-C ' X'X z=x’ Bf. 2.V

7. z<
/

8. z = X» —.^( a(x' )

9. A(x')

^A(z)X' 3, EU.

-.;.(z) )

oA(z)) En 8 Exportación,Corniut.

y nuev.nionte Export.

Sino tría.m A

->(z I= x
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x'•—10. z 5,9 IIP.

6 5 7 j 10 5 por tr;atol£

pí: , ( (r)->(q V r) ) .

(ci-,z). (r-vz))—

(p ;-^z)
Gen, un 11.

12 es ]3(x' )

-^A(x) - (Vx)(B(x)

Esto pn,Go se justi

fica por a.plica.ción

del Tcorc.na de la -

Deducción y Genera

lización U,

—^ z)11. í
z X

(Vz) (zp:dx’ ^>A(z))

B(x')

(Vx)((Vz)(zr-'x. -nUz))

3(x'))

12.

13.

lór •

III. Desde lo cstoiDlecido en I y II y el Principio de In

duccion ríate:'.ática obtcno.o.iOG -- (Vx) B(x), Vale de

partir de l”^. preni-

prinera línea de

X

cirj henos obtenido una prueba

sa P ( P dosippia abreviadoj lente la

n
c ^

I y la prioiera línea de II ) nue nos pen-iito peñera-
-u ^ _

lizar la propiedad B(x) a todo núaoro natural, Ahw-

Pwr aplicación reiterada do la ropla do Ejcupli-

ficación Universal obtenonos Pi x

por T5. y IIP. tono:

ra
^9

X—^,A(x), y

P 1-— - ;.(x) aplicande- l<a re

ala de Generalización Universal y nuevaacntc el leo-

c?

? y?

roña de la Deducción, ^

liando P, os

p p(Vx) A(x)5 puo, dota

X -> A( z )) —5> A( X)) - >(Vx) ((Vz)(z

(Vx) A(x).

inte de tcnoinar est-^. sección iiaccnos la sal-

elización del Principio

nocosarianentc ccoipatible

sin ciibarp., nuestra, tesis sobro el

vodnd do fiue aunpue nuestra for

do Inducción líate,

con el intuicionia.''iü,

tica no o I.-;
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do condición ncccsnrin atribuido a lr„ "regla de

,da lógica intui-

ostatutü

inplicación"j

cionioto, do Gontzen^

conpotiblc c^n la lia*es

la incluyo co:io una do sus re-

Idrci -

gue

Do igual : lanerade inferencia.alas prioiitiva

Rikolacvicli Kolgoncrov en su artículo On tlie principio

of Gxcludod lai.dle (1925) desarrolla una lógica intuicic

on tóriaino

Q

los rosultaxlv'S Brouvver
CJ

ni st a, aproVG ciiand(

exigentes ;:ae les cjuc posteri>.monto utilizara

o

algo

Hoyting-,

(1922) para

rías

i do HilbortKolg'onoirov prueba, guc el siste

la lógica prep’

w '-.o,.

wsiciona.l es roducible a sus

icrnitc desarrollar la iiatonática sin la a

Este sistc'jaa in

siste:"a B gue

yuda del principa

tuicionista tro bien es ce:

±

del tercio excluid: o

itiblo con nuestro plauteajaion

tonons Cv.no regla -en la nodi-da gue utiliza, el liodus

separación.

to

de

El iste aa. NJsi otoñas NJ y ITK.

so diferencia de RK por-

referi/ios a. 1:

e st r i c t ai -O nt c intu i c i oni st a

guo nv, ocnticne cene a.xiona
oxcluidc.

Eos
Cí■ Cí I-) 70/ o

7

al principio dcl tercio
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3.1 la versión do los rjciono,s cío Poano do Hcnlán.

Eli un artículo j titulad;

el conocido

On rlatlienatical Induc-

ticn (1963)^. investigador Icón Henkin cunali

definición inducción aintcnátic.a.za el concepto de o

definición recursivo,, dentr

Peono,

dcl nmcv- de los axion.as de

c inscribe dentr., de una línea do

I)or Skolen en su publica-

cion Tile foundc.tions of olcriGntary onitlmotic

hed by rioons of tho re cursivo

use qpparent variables (1923).

t naba jo

invcstigrción epue fue iniciada

Este

establis-

nodo of tliought without2.

Henkin,

reducción de lo^

sclo.nonte tros,

de lea teoría d

el quo fi; pira un

y una operación unaria

sera llroiado do Poano si satisface 1

tes tres condiciones

;n el .nncionad.. artículo, propone la

cinco oxio ias de Peono a

construye, usando el lenguaje

délo tal cono (1,0,3), -

conjunto N q_ue tiene a 0 cono

tradicionalesO

Para ello

conjuntos un 'Ke
f

en
a un

clcncnto S sobro T" Un iiodolo así

construid;
o C-

siguKm

axionas;

Ll. (Vx) (x O In—>Sx 0)

(Vx)(Vy)(x,y ñ;.2. H, X ^ y .-->.sx / Sy)

os un subeonjunte13. Si G do II tr.l pues

a) 0 ^ G

1) (ibO (x Sx Ci. G)G -

Lúe G = N

Int orxnet and o e st o s axionas on el conjunto de

naturales y asociando la operación unarialos n'dnor.,s
S

% Ver referencia'^ en biblioxxrafía.o
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con In, fuñe ion GucGsor, tenerlos q.ue el priner axiona ox-

E1 sGípunclo -

nmicrcs distintos tienen sucesores

tü es, que la función sucesor es inyoctiva.

versión conjuntista del Principio de Induc

que ostaPlccc, para la interprctopción da

núiieros naturales que

es ipno.! o.l conjunto de les

el tercer postulado esta

nuj'.ieros naturales os único

presa que el elciiento 0 no

sane i oirá que d

tintos,

tercero os la

cien Matonatic.a

es un sucesor.

oq S dis-

O s El

da, que todo sulconjunto de lo

tisface los axior

naturale s.

Q
sakj

Al. y .12.

En otras palabreas,

blece que el conjunto de los

.as

ade; lá el nínino riodolo de Peono,y? .o,

Cono se conprende la noción de nodelo de Peano

una poneralización de la ver

?

usoxla por Henkin c.nistituj^c

sión oripin.al

do estructura

iiucs a.driite oxplícitouiente la existcncio.

r. los núiieros n.aturalcs

tro

lo los cntor.r.s

■1 ~
tintCí ^ o

OvOo

y que

a.xi oirás fonaula'

positivos pa,-

cono puedo verificarse fáciloen

0 cono el nmaoro 2 y la o-

la adición "x + 2",

sin enbarno pueden

Así por ejci'iplo

tisfacor lotí

el conjunto

iodelo de Peone

c; o 1
O

res V-, »J) U.J-1

te, interpretando el elenonto

peración un"nia S c( .eo

Esta forrulación del concc’-fo d no del O .de Pea .

que perriito entender o, los natur.alo

planto.a interescnitos distincione

sólo Goñalarenos

no,

particul.ar,

ahor.a

cj
ce. iv. un c.asoo

o

que por

pona postoriornento ex.aoinarlas

Así, si tcnonos un<a intorpneta.-

o

con nayor detcniriiont

ción M de los axioaas Al ,

conjunto isoaorfe con el de los

ces H e

ción (aodolo)

si M s.atisfacc los

A2 y A3 y ocurre que M es un

cntonnui ic ro s n<atural e s,

la, denoainación do una intorp¡rotaCvnocidca baj
c~i
o u

ft

otandard-'para el siste. de Peano, Poro

axioaas daxlos y sin G.ab.arv.'^. no os un<a
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estructura i ;rfa con los naturalc

es una intorarotación (laoclolo)

El conoci;liento cTo l,a existencia

I'-lant oad int ore sant c s

vercj.ios lucao.

c;

entonces se diceoO

y

uuo lí niio-standord”

los axiunas de Poano.

de los jiodolü "no -31 'aLidiard " lio.

discusiones filosóficao

O

con<

Volvicndc al aiicálisis do los axloiias do,do rí en05

contrmos cj_uc so ha prescindido del clásico

epuo dice "0 os un niíi^iorw;

pmer axic-

c¡£pmdü (a6. en núes-.1 y (i el

1.3) cuyo cnunci.ado os

.lien os un núuero".

(I o
o

tra lista do la sección II
SI a es

ixn nU'iero entonces su su.ccsivo t;

Ello ha sido posible por la

cjuo so ho 1 ofinid o el

condiciones dentro do las

odolo (T'T^OjS)

ri?
kJ)

0que asujiien que

do referencia h y que S os -

?

os un olc.oionto del cunjunt

una operación on N,csto

producto cartesiano de IT x IT

uheonjunto del

tóiaiinos, que S

Est.as Cv,ndiciones do cons

hacen5 ovidontonente, innecesarios -

es, que os un O
o

o en otro O

una oporocion cerradLa en IT.

titución del oiodclo

los axionas onitide

o c»
►a»

o
o •

Sin onbargo,

er interesante no o

1.a reducción do los axion.as do

el único resultado inpor

Para nuestros finos es ton

ofoctúa entre el con-

dclo inductivo. Esto

‘^atisfo-co el a-

a que clorojacnto pueda afinar

o es inductivo pero nc la recí

sencillos so do.iucstra que o-

itisfacc el axiona A3 y no

tro nodolo que satis-

P.ara el primor ca-

Peano con c*b
K->

tonto del trabajo do Hcnkin.

bien fundojiental la distinción c¡_ug

cepto de

último so defino

xiono. A3j lo que da luyar

se qiUG todo modelo de Pc.an

proca.

dolo do Poano y el de no

una o st me tura que

dií

cora

Modirnto o ,j ompl(

xiste al monos un :

os

dolo que

el axioma Al y que existe

ci n
o c.

al joono O o

ía,co ol axiona A3 y no el axiono;. A2.
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,0"jS") ¡luG contionc cono a

nito a 0" y defino la opcracií5n uñaría S

Para el scpaindo caSv. d.a cono cjonplo -

tiene exactanente

;Vx)

wiistruyc el nodelo (lí"so se c

ti

le.su único n

= 0".S” 0"cono

S""), en el que

La operación uñaría la define

el nodelo (L N"'i
9 '^9 ;

•> o-qIooloi-icinij
I

= L). Este

d osa;S

ndclü no solisfacG el axiona A2, por-

,nx‘ da un v.alor const an

ís !t

que la operación unoria S"" sioi

satisfo.ee el axiona /ÓL perqué S ^ a.ti n
X

te, perv.' si

te- resultado es que

son roduciLles al tercero en

lópicas de el, L-

dc Inducción L'Iato:'iática trnpoco e

.anteriores en tanto que en -

Una sccuula in:iGdin,ta de O O

los prineros dos axion

el sentido de que no son c.nsccuonci

noc\

c«
..ÜJ

o

sinisno el Principiv

dcducilole de los

O

1

ostulac .c^
q. »

are ce la nwció.n de suLconqunto y per si nis -

expresar la unicidad del con-

estos no o. -’t

nos son insuficientes

de los notoiralcG y su status do

toriondo cono doninio de

rro.

ínino nodelo de

interpret,ación -

c.n cooficicnteB enteros ta

os no -nogorbive, se cncun

Al, y A2 son verdaderos

juntü^

iei'-Pea-no.

el conjunto do los polininios

que el prii.ior coeficiente

tra que para oísta interpretación

rLÍentra,s que A3 es falso ^

lo o
o

pono en clono lo. espoc-

dol axiona A3c ouc a la luz de la argu-

,do nccosoni^; a di-

10 esto onálisiAsiiii en oo-

ntonci:cio.l i:

ncnto.ción dorio. píonoco cono un onunci

ferencia de otr-s que nodi-nte nodificaciones sencillas

condición de pos-

Do otra

scntación clásica pierden su

pueden onr

en la pro

tuladcs necesarios onitidos .

se deduce que dele

..L3otos que so.tis

A3. cono núi'ieros naturales, pues, cirro. -

7

o.rtc de los plantGañientes de Henkin

prcco.ucionos paro, definir o. loo

pr

:

tonarse

facen el o.xic
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henos viste, oxisten ostr-actur-os c]_ug Sv;11 inductivo.s poro

ouc son clor:o,sin,ci.o trivio.los y dcbilos pr-xn sor identifi

cados cen 1-.S irií::nr;jG naturales.

Un interitc do doduocitjn del Princiyño do Inducción3.2.

i,late:oática de j una definición.Sue

olí, en Introducción a l;a Pilv.sofía ílatoiitá-

tica, exponiendo resultad

porciona una definición de núi’ioro natural que intenta, ser

Ru O t-J

de Principia Mc-theiic^tica, proO ci
o kj

uficientcñontc potente cono piar,a deriv.ar desde olla,

el Principio de Inducción llatenático.

Poincarc ,a a.coptar esta reducción.

lo !Í>

ironiza la ncyati

Pr.ra. lopra.r su

oljctiv^ define proviaricnto la posteridad do un núaero -

natural cono el c^.njunto f..r

G

deva.

-)

^ por tvjdos lüs eleiientos' n Q
j-C.

epuo el nú

puG n^; citanos

comnes a todas las clases he re dita.rias de lanO
/

eicro natur;-’! dado ole. -Cnt V . ijlv-tos e aeJ O

textuai.icnto la versión espalóla do la Intr;;ducción

filosofía

lao 1.

■tenáticaTf

pDorepue es elefoctOLOsa, cor-’’'

ccción 96 de Principia. Ma.thona

puedeJ.O

vcrifica.rso revisando la

tica, titula.da On tho

o.

pesterity cf a. tom.

Uno:, cla.so herediania -cono es conocido- se de

fine cono la cla.se epue tiene cc.'.no cloncnto a. n+1 sieripro

epuo tiene a. n. La. definición rasBellia.na. de minoro natu

ra.l oss "Les núior-os naturales son la pjüotcridad de cero

con respecte; a la relación de predecesor iniiediatc (que

es la recíproca do sucesivo.)" (p. 41 do Introducción

Esta, definición crpuivalo .a. a.firooar 'pue los n tura.lGs son

todos los elonentoG conunes a. las clases hcrcdita.ria.s que

tienen cnao clcncnto a cero, lo epue no os otra co-sa r,uc

el enunciado del Principio de Inducción íLatoná.tica sino

)•• o
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c[UG ponioncl:- dnfG.sis

niriino c gun t o incTuct ivo.

ni; parce o ñalocr pxpaí une reducción del

dio sin una f■.■mulncicn cciuiv.nlcntc 5

nuestras do aceptar cuando define a los

núncr.os inductivos, alpunas páginas despue

de Henlcin no afectan la definición do

'.san distintas interpretaciones de la

Russcll presupone la noción usual do

particuln,r.

en puG los naturales constituyen el

En consecuencia? el) jet ivano n te,

principio en cstu

lo r¡,ue Eu

naturales coiio -

Sin enlar-

ell dac; Q
o o

o •

g'o los resultados

olí porque uRu o kJ
re

lacivUi (I
sucesor".

sucesor ouc en Honkin es Si'l ; un caso

Lsini •, (p fj lao*'"'n
L UC-J. 10 lO Jefialar una debilidad de la -

, c eno es usual, puc toda -

para lograr o

y puc, por tantwj

in producir nás alteración

c
o

tcsi do Ikissell i adnitirn

definición es un recurso

Q O
•■so o

■breviaci.nics d entrej

de un sistena f.„>r:eal

cipio oli:iinallc

l'".boriosid:

sicnpro os en prin

pue nayor

Concedida esta

a definición, entonces, -

al Principio de Inducción

podría inferir

o

en el des,arrollo deductivo,

propiedad ccoio atribuible a toda

o r

cci'io la tesis russolliauia le da

liatojuática el estatuto

o que ó,ate os en sentide

rroll,j de la .arit. lótica,

if .rtunad a

do una definición

c;

estricto onitiblo po,ra el desa

lo epue sería ciert.aoiente una -

O

1 ..
consecuencia : p.-rpuo no hay axicon.tización

o la de Peano o dentr.

osa

de la arit:.iótica, ya

teoría r

ca dol tipo

general, pue. prescinda en rip;'or del

10. Por aoiadidura, la expresión cenjun

,1c¡
Ll 1

de una > c;

principia en estud

tista de 1- aritnctica,

, nodianto la

/•

so ¿lira .ente la. s ripgirosa para

teoría de las funciones re-tenótiilos • , oK-»

cursivr,s pri; :itiv.a

ción ;aatG. eática, lo

por Horhrand

el ten;re.

s, precisa necos,ariu.iento do la induc

ha
h ..

señalado c lamienteuc ya sio •

y es un result,ado definitivo sancionado por

de la recursión pue dcsarrollai■’G.iios en detallo
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El r.rtículo do Hcnkinn,d danto.ñas
cj_uc iionos citado 5

a exponer el tcereña de laestá en pran nodida dedicado

recursidn y todas sus ijiplicmcias en lias llai:io.das defi

nicioiioG rocursivas inductiva'^ rn ^ -
X Cl GSt siponifica,

no es una de

O e V.0

duo cl Principio de Inducción llatenática

finición

,'n

cono Eussoll pretendería,

liza la p.alalra' definición'

■o puc esto autor uti

en sentido e el cuc no

.ental del uso dado

iria pora el desorrollo de

11

driles distinguirla en lu funde

'hipótesis' nece

a ~

I I
axiona o o <*>

la 'teoría' .

3.3o La vorsihi de 1.: de Peano de HalnosC1960).
ct

axiona o

Una sinplificación ■alternativa do los clásicos

Pe.ana. es la : ue presenta Halnos en su -

libro. Uaive Set Tlioory (1964), dentrij del írreo de su -

Esta presentación tiene nenes gon£

que está fornulo.da

cspecifiCiaaonto para cl nodelc de Pcoano Cv.nistituido

cincvi axicaaas do

teoría do conjuntos,

r.alidad gue la do Ilonkin en la eaedid.'

Ijor

definidosles mineros naturales,

por el autor de

se indicas

los que previ-naente son

enera CiUistru.ctiv.a, cr .0 lU ccntinuación

(i) 0^0Df.

(ii) t xU *: X VX
J ?

lo que equivale a definir cada núaerc

conjunto de t

establecer

nn,tur.a,l cono el

SUS predecesores y, consocuenteaaento,

i cualquier mínor

te efectivo para ..btencrlr

que es cl core,

za.da

cultaxT con la scl.a adnisie'n de

os'..o o

e O -¡'I n

natural n un procodiaim

e partir del clcnento de baso

Desdo luego, la particularización roali

ser g'oneralizada sin ninguna, difi-

otras pasibles interpreta

r’o:ibión es fiUctible particula.-

ir Halnos puedo

ciones par.a los n,xiori.as. Tf
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ira g1 niíricro nr.turr,!

ele dr.r un?, cTofiniciúrij cono lo hizo Pomo,

rizior el siste.o: sin necesidncl±
5 ,

Los nxionns pr..,'pürciono,dcs per Hall ios sens

Bl. 0 - N

B2, Si n N entonces n'd; 11

B3. Si S IT, y si 0 t S y si n'en S sionprc

que n (3 S, entonces S = N,

En esta reducción tanhicn pernanece el Princi-

e encuentra, formulado a

los dos a,xiona,s usua,lcs -

pió de Inducción Matonática oue

tra.vó

ci
O

Adej'iódel axiona B3.o

as,

que faltan, los enunciarlos a7. y a,8. (do nuestro listarlo

O

de la, sección 1.3) que expresan la inycctividad de la

función sucesor y que 0 no es su.ces..r

so dooiuestran

respoctiva;.acntc,f

o st e istena ceno tcoronas.CikJ.'..

cración do a8. es ini:iedia,ta,. En elLa de: IOS'

Icnquaje de í-Lalne dichi„ axicoia es la, proposiciónsQ
O

(Vn) (n’ ^ 0) .B4.

Isí, desde la, definición de n' c deduce que -

un sucesor os iqua,l a Txn conjunto que ncccar,riaaMcntG ti£

nc cono cloncrito a n. Desde que 0 os, ta,jiLión por defi

nición, iqual al conjunto vacío, lucqu’ n’ os sienpre di

ferente de 0,

C!
O

noposición a?, en este caso es expresadaLa

p:.rs

B5. (¥n)(¥n)(si n,ñor IT y si ,n I I
, entonces

= n).n

stración de la inycctividad de la fun -

ini icdiata y requiero que previmento

La deO .u-

ción sucesor ne os
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SG dcnucstrcn des propocicicnoss

(i) nmpdn núncro neturrd es -uii subconjunto do

cunlciuicra de sus elcnontcso

(ii) C.ada cloroont do un minero naturo.l os un sub-

conjunto de el. 0, lo pue es ccj_uivalcntc, to

do nmioro natural es transitivo en el sentido

de puc satisface la, sipnientc^ condicións

x't 7} y 'c E, entonces x a E.

SI

les detalles de lan deoiostracicncs son fáciles

de inferir do El - B3 y de la defimeión do núner.. natu

ral cono un conjunto. Es suficiente scña,lar cjue amban

prueban son en lo fiuidaiiontal inductivas y q_uo en caso -

necesario puede rccurrirse a la obra citada do Halno c?
t> •

Nosotros dirocta^iente a la prueba, do B5pasarcoi; p. a. su -}

ni onde los rcsultaxlc anteriores, para. CvOiipletan nuestra,

exposición sobre el n.GcanÍG:;io conjuntista de reducción -

de los clásicm a.xic

O O

• /■

le.s de Pe ano.

La. prueba, de B5. puede hacerse por reducción -

son núncros natura,lcSj

y (n^n)

al absurdo. Suponiendo que n y n

tonanos cono hipótesis do la. dcnostración n t I

entonces n t n

luego es válida

, por definición de n’

Si n 'írn’ y

la. disyunción (n^n) v (n = n).

la disj^unción se justifica,

do la. unión que dicfine a. n

o ,, t
Luego, si nó

por hipótesis.

I
IX

?

t n U ^ r
j

El segundo clónente de

crcpuc el segunde conpononto

es un conjunto unita.ric.

niento análogo pódenos esta.bleccr la,

disyunción (nt n) v ( n = n). Utilizando la hipótesis y

aplicando la ta.utología del silogisno disyuntivo a ca.da.-

nisno por un jT'PwZ onrid

un"' do 10.=^ disyunci;.,noG construidas nosotros tenenos né,n

1 Pero coi.iü henos asunido la. validez do la pr pey nun.
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sición (ii)

tiv.

q.uc rSir;-xi quo t.;clc; raí:^icro

;1 resultado anterior

natoiral es trnnsi
/

.'1

Poro coso siquo que nt, n.

propiedad do todo Cvi-njuiote la de estar

' COMIO suPeonj^^Ilto iMojiropiOj entonces

quo tondríaoio

ería sulconjunto

por la conjunción (na.:, n).(ntn),

el múicro natural n es

n que portonece al núa.cr

(i) jf consc cuent caiente,

- 7

/

'"donasnc r es unr,

incluido en sí riisj'n

se cuiaple n--.:n, con lo

núnor^) natoiral que

tos, le quo es expresado

que dice en detallo c¡uo

junt:: diol elojocnto

lo que o;.ntradico la proposición

estallo ce el tooreioa.

que existiría un -

do uno de sus elciicn

c<

n

un subeen

natural n, -a.'

D esta jo.anero, os claron

r;Uo en la reducción

sólo poruanoco el Principio de

va

realiz

Inducciór

ésto resulta indio

r Hallaos no
••“I r

- e V

atcjaática car ^ un axioaai.j,.

sino que a su vez

o qj en o.alio

el carácter inyoctivo de la función

ra dor.iostrar B5« que exprn

suiccsor, iTucsto -
sa. a

que las donostraci^.nc00 do l>:n tooreaae a, la preio
ra

previ O s

la dada son do caracter inductiv:-.

La diferencia entro las versiones do Hcnkin y

de Ha.liaoc os que 1.a

trucción del nodolo,'

Ion c
n •

prniero^ pr -iciones de cens

uó necesita ni liacGr cxp'lícitos

que (oaito ni cLGjaostr.'".rl

les

dos axicpias l.a segunda, en

trucción 1

•, c;
V O o

cailio, no asm .c cono condiciones do ■jn rt
'-'i-Lk^í

^ C->

ici^jucs que ■nite y do csm,.

osicicnos vnrdadcr.as do lr„ .aritj.ictica,

cojio tcoronas.

propo r* r-v
o

en la nedida: aanera.
o

quo ollas son p

so ve en la noccsido.d do dc.iostrarlas

axio/:atizacionosl:o ’oro , to.l c

n insuficientes para la deri

hanO9

sido X-íi'osoxita

V,ación de la .aritnctica,

tGtq.n,ví.a cj' .lO
9

pues para ello c necesario pos±
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1:ul'",r a.clici..rir:li:oiitc ol de infinitud q_uc ipuode ser

fon'iulpdo en tériiinos de Ir, existencia de un conjeinto ciuo

tiene Cüj.io cloncntOG; a 0 y al succDC,r do cada une de sus

otras palalr.as, es la afirnación de

núi'icros naturales con -

eleiientos, le ruó

la existencia del conjunto do lOo

infínit- o s clc.nent o s,

en

f-'l

El mioiaa de infinitud en ol caso do lionlcin se

encuentra irn:lícitc al afirnar la existencia de iT ci_uc cen

y naclios otros

Do otra parto -

o.:n frecuentes en las

tiene a 0 y a todoS sus sucesores.

.aatc:ir.ticoo ]iacGn

reduccicnos anal

Hall

xplícito este axiooia

descritasr, 1 c;

;;aG
o

''

de la teoría natu/•I o loprosentacionos actúale

Otra versií

nu:;ior','SV_L OO

/

doGorilas alternativasrale n, ana

encentrarse, per ojeuplc

ture of tile real nuiobers (1963) do lo

acj
o • t 0. e

en el libro The strx;t<—> o
' j

i - o $

1, Cohénautere oC'
o

y G. Erlich.

El estudio realizado de las prose.ntacioncs de -

la .aritaotica, antes descritas, parece justificar la con

jetura de epuo el Principie de Inducci(5n ilatcnática tiene

un estatuto ::uy especial dentr.j de olla. La estractura
-

de los siste.^oas doscrite.s nos induce a sospechar que es

trilos ante una proposición no estrictrniontc donostrablc.

De otro l.ado si bien de los result-ados do Henkin se de

riva que 13. es una propiosición insuficiente piara deducir

de ell<a la inycccividad de la función sucesor y el enun -

ci.adc "0 no es un sucos.n''", sin eiibarpu, de acuerdo a la

ilalnos, clara'.ente, el Principio do Inducción

líatciiática es; necesario para probar la inyoctividad do la

función sucos„^r.

/ .a

vcrsi.Di.1
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Si n,nr^liz,-;ios g1

Uíj el de H

So Holnos,

toner j:icnt.;s presiipiics

establocor

1 si: con.lO

c|ue pn^rcco
/

Q ri
oC J. SliOlolcC!

onkin pox
t. 5 cntojiccs

rclacic'n a nivel do

cirxlo dol .axiona de

o

nc^oitrajaos ruó

slipnificado

r-.

OB pOSiblo

entre Bl» y B2, el enun

pues ocurre que Bl,

junte B y B2.

una.

infinitu!

puo 0 portenoco al con

cst^.'ün
CG

afila la oue si

jaientras que el axiona.

lo predicad

os nás fuertesj

n

Gs niciiPrc. cío IT tp.

de infinitud resulta

bien lo es n»

estatuyend

on tenaino

aj.ibos “■

debido a os

oxlstcncia del con-

L 0

axioi "I Q
i.e.vO sino cyic

adoioO un- afirjiacié.j.^

qu e sanc i na. 1 a.

satisface las cjndiciones ^junto B fpuo

cuencia,

1 y B2, En conso

la aritndt i c a.

ro conjuntos do

solmiontc

t-

parece p..3iblc sioq)lificar

antro- del

utilizandí; cor,:

a.iíii roas

de p, P1

do la teoríaJ larcj.j a

Halioos
S OSj^-CCÍficOS

do Induccip

' axiojia
Gl

a!.c infinitud y ol Principi,,.

prioiero de loa

postulaciín do la

Hat oj-.ática. Pe-
> elro c o.

no: ibradj s i os otra cvjsa oue: iw

la
Gxiotencia dol conjunta. do los núno-

pri:- .er ole.acnt;"'turalos jros -1 .ii:.
a 0 cc.-u, ulasujoien;.

do
- 0.

la sucosiÍP el so¿jundo do l^sene ...neos
noj.ibra.doo es,

ol de3a.rrollo

rtioiaa

9
es

tricta.: n:''te5 enunciado pornite

ibilitar i.nfcre.ncias le/

la existencia d

í'UG del

sistG.:. :a a,l p

so iia.y

cunplo c.,n las

Principi:. de Inducci'n

X.S

cada, voz queÍD

vorificadorn

un oubcorijunto

ol antGcodente dol

quo --

dicienos fijCv: 1 r-, - . -V-J

■\rr

rt tica.11' ^

Asñaisoj

cián Matenática

un esquena axi.o-iátic

.»-> 1 .o 1 v. S i C ii.e e

sor Considerada

la a.rit-iética

tico ospocífic.

esta, suerto el Principio

re sulta fuñeionan

do
o Induc

ís prepiaj:iGntG cono

JO, en la nedida -

' s

puo C..JO' un. axio.

que tod 3 del siste:’-ena quo tengan su for

Desdo esta porspecti

un sistena con un sol

na. pueden axiv,..! c.

va conjuntista

osquo:.n axio;.:iá

esj

en sentid,. trict ,,eS9 que
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joncrr, uifinit. 'irtii

ourj.1 deaacci.:nGC! MoOus Ponons,

ti CP. SG closr.rr..llp

ÍG? GSqUCIlP, :

itp, pp..c. ids dGfinicioiiG

P.ultiplicpci.'

¿üsclc 1p. i-UDlicpci/n clol trp.pp,jG

CPU usup-ljpcntc forriulac

1^'C cuelo S so GIOC

Sin G. iberq;P' le eritp^

ri/jurO'S"..eentc GOln-icntc p, po.rtir -

tóele teoría ugcc

el OC' axiv.}; Ci>1)

-u

léticp - .onci. nudo. C.p-

o 1

ccncGq:tC£. suctrnitiv^s ceneC'¡o (10 Cio

los le ouoe potv^ncieciée ote. EstePS'í - -} 9

clofini cienes do Skolenj

r;ue entes líenos cited: •1

nodienles

to les c^.nocide.s definiciones^

ticos tenliien dononinen dofinicic

Henkin 1^ lie. enfp.tized.:, en

iterié-recursive.G ruó Iüür<O

inductiveo. Cono

el entículo entes jp.encicnr.do

. ^ ,• < ■n'

estes ecfiJiici'ncG entuitiv'. .ente qe.rccori just jfkrr::.e so-

leo ■ente ;x)r el enunciedo del Principia do Inducción Het

G.'n.'iore' este, i.'ipresi'n puede c iiducir e error;

reelize le eriPnótice dentr. dol nerco de le

O

nexice
1

cuando

toorí'^. de l^G conjunto dicho principio en este ce

no justifica puc 1-’ función utilizada -

c»

puc
C5

O
9 o

so por GÍ ni

pare definir un concepto

i, única.

O" ■

Gfoctive.¡:.cntG oxita y aeaj e.dc-

Para leniti; nr la existencia y unicided do

le. función del definions de una defi

lO

ición recuroiva

previa'ientc un teoro. o', c.un.,.cido

tü>:rG. ip de la rocu.rsión.

'■ustrp,cicn dol reforid'^^ tecrc. la es inducti

esri
j

dG.noGtrarnGcesp.ri..)
IPor

los .natcnptic.js cono

de a puc la

va(aunpuc

teoría do lo^

Poro dclii

P ...

; utilizpji tpn.hión

conjuntos)5 ontonce

^..'trp.s propiedades de la -

Gvidentononte, infe-

cjuc auiipuc el Principio do Inducción Hatonática no

so

C! d
O

9

riLiCoo

c ondición suficicnt oG d para aut.. rizar el u do definí

en la arit:'.ótica conjuntistp.y es, sin.

cnidición necesaria.

O
SO

c 1 c.n 03 Tk. cur si vri, ÍD

enhara
5

/

El toe re. p’ do I- rocr'.rsioii*

nx{ju:'.ootiaGi.'n prccodonto seré n'na c\ coimonsi-vTJ
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Ir. condicióii do unicidad que norencia, que nñadimo

rece en ItU versión original.

o

apa-

Teorema de la liocursión.- Si a, os un elemento de un con

junto A y si f es una función do X en X, luego existo

única función u de if en X tal que u(0) =a yu(n’) =

f(u(n)) para todo n portcnociente a N,

una

El mecanismo de la. prucla de est teorema, con-o

sisto en construir un conjunto u de pares ordenados(n^x)y

tca.los que n - If y x Xy do tal manera que la. segunda, com

ponente os única. pa.ra cada elemento n de los (n,x) perte

necicntos a. u« Do este modo el conjunto u sc.tisfaco las

condiciones de una función y 1::. loruela de que para, todo

niímcro na.tura.1 n la. condición (n,x).- u os vorda.dera, so

hace a.plicando el Princij)io do Inducción Ma.tcmútica., que

5

de est suerte ga.rantiza. que el dominio de la. función

es todo el conjunto do los números na.turales.

u

Prueba, - Para, construir u como un conjunto de pa.re

podemos considerar, loreviamonto, una colección 0

de todos los Gubconjuntos A del producto ca.rtesiamo do -

Los subconjuntos A se definen por las siguientes

ordeo
o

na.dos ?

N X X.

condiciones;

i) (Oja)¿ A

Si (n,x) c A, entonces (n’j f(x))t. a, donde

A es una va.riable qaie sirve pa.ra designar a

cua.lquicr elemento de la. coD.ccción 0.

ii)

Como el subconj-unto impropio IT x X sr.tisfc.ee

arocedimiento finitístico .culablee iiiedianto un
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las condiciones i) y ii), entonces la colección C

vacía. Satisface le, priraera condición porque 0 - N

a ’r A por lo escedalecido en la hipótesis del teorema

esto es el par (Oja) IT

no e cj
ro

y

Salisfaoe la segunda con-

su sucesor tamMén

j si X pertenece a S entonces f(x) -

también está en :,i porque por hipótesis

-<1. •

dición porque si n pei’tenece a IT luego

está en IT por B2 •}

la función f es

de Z en Z.

Sobre lo, coleoción 0 así definí construimos

el conjunto u como Is, intersección de todo

de C.
/

ii), lo priraero porque (0,a)

lección, lo^ que,

ce (0,a)tu, Lo segundo porque de la condición (n,x)q u

se sigue lógicamente (n', f (x))-■ u. Esto debidcv eviden

temente^, c, que para todo A se cuiaple la condición iii)

u . r

loo .üiiembroso
ij

Luego u es miembro de C por que satisface i)

A pacra todo A de la co-

por definición de intersección, estable

y

luego, de (n,x) q-, u se sigue (n,x)

iii), y, por dofirQción

lít por

de raiembro de C, se curaple

Cono e cuent ement e(n-, f(x) )- A pa,ra todo A.

nición de intersección, (n', f(x))^- u.

por defif

Luego construimos un conjunto 3 integrado por -

todos los nuiTieros naturales n y para cada, uno do los cua.-

exiote un único elemento

si ambo s, (n, x) m u y (n, y) u

le X de X tal que (n,x)i u.

entonces

o

Sso

to e o, ■\r

y*7

Probare.üT.00 ahora, inductivaaonte cue el dominio

de u es todo el conjunto de los

trando prliero que 0 pertenece a ,3

tisfa,ce la condición (n,x) t

bajo la hipótesis inductiva de que n S,

números naturales, deraos

(explícitajaente, 0

u pa.ra un único x) y luego

probaremos que

sa.

(I
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n' ^ (deinostrareiiio

-- (n», f (x)

O

s el condicional "(n,x)

nj para un único f(x)")

n Uj para
un único x

I. Probarcr-ios 0 é S por reducción al absurdo,
caso c[ue 0 no fuera raieiabro de

Si se diera el

ces 0 debería

ra b a.

^ (0,b) ' .

cia están todo;

traendo (Ojb).

(0,a)

(Oja) 1

rN

ent on

un par (0,1),

diferencia -

que en el conjunto diferen

o
9

ser prinera componente de

Considéreme
pa

sil oreí el conjunto
o

U - Esto ignifica

elementos de

Desde ciue por hipótesi

C!
íO

loso
o

u con excepción del

'is _ipara la, RAI, a^^by
se cumple ,, -

fXl s

no es el su

(Oyb) : .

traendo y
o

por tanto
O

u
El condicional

u -e(Oyb)':

dida r[ue suponer la negación del

(n5x)t u-
ff

'5'-

(n-> J

, es verdadero en la me-

consecuente eciuivale

conjunto diferen

y de esta igual-

aosurdo porque contradice

a

afirmar que (n'

cia,; lo que

dad se sigue n’

B4,

f(x)) no es mierabro del

implica (n»; f(x)) = (Oyb)
= Oj lo que es

hemo sPor tanto
probado que (Oya)éu - i^(0,b) \ y -

. . ^'u- ' (Oyb)'^

diferencia satisface Irn

consecuentemente u - (O^b) > ¡i- C,
es miembro de la

5

(njx)mu - \(0,b)

lo que significa que el conjunto

t!
que

^ (n* y f(x)) é- tí

condiciones i) y ii) y,

Pero si u - i (0,b) >
colección Cj

A y como u es

ent on

ces es un conjunto del tipo de los

nición la intersección de todos
ción,

absurdo

por defi

de la coleelor3 elemento o
o

esto implica por iii)

porque un conjunto no puede estar incluido
pequeño.

I (Oyb)>un,,, u
lo que es?

en 0-

tro más

II. la hipótesis inductiva para la demostra
ción de la

tesis adicional

asumi'i’omos ,'--(n’ ^

segunda parte del teorema es np- S. Como hipó

para una prueba por reducción al absurdo
S). Si n é. S existe un único x de 1
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hipótesis

Corao u - 0,

ta.l c[ue es verdad (ri,x) - u.

la se¿;anda coaiixoonente del

entonces se ciiijiple (

puesto rué (njz).! u.

Esto 33, por 5

per ( es linica.

por IIP. y condición i i),,f(30)n' u
? j

De le. hipótesis adiciona.l pare le.

iniaediataiaente que debe existir un par (n

elpún y tal nue y ^ f(x).

coraponente de algún pa.r

te a n’, no debe ser única,

ferencia u

análogo e.! de la jmrte I, (0,a)i;-u

junto diferencia tarobión satisface la condición ii)

el condicional ''(n,z)c-U - (n',y)(

es verdadero debido a que

te es fcliso tcndríaoios que admitir que (n

gual al sustraendo y qu

que es o.bsurdo porgue contjra.dice una consecuencia iruae -

diata de nuestra hipótesis adicional. Lo anterior prue

ba que u. - ’ (n',y) satisface las condiciones i) y ii) y

que, por tanto, es miembro de

tonces cumple la condicción iii),

lo que es e.bsurdo por la razón esgrir.iid-a a,l final de lo.

parte I. En consocuencio n'l S 3^ el teorema queda de, iO_s

tra.do.

'c> r r
lLixjli.4 se sigue

y) u para -

En otras palabra,s, lo, segunda

que tiene como primera componen

ConstrujAELíiios el conjunto d^

- (n',y) ? o Como n' ^ 0, por un ro.zonamiento

í
?

- '(n',y) ^ . El con -

pues

(n' ,f (x) )¿; u-;(n',y);-

si se supone que el consecuen-

f(x))

, consecuentemente, f(x) = y, lo

I es 1"*
5

o

C5 si es miembro de C, en

^ (rfjy)Nesto e uCuC!
k_)

5

el sentido do atiban par

probar c[ug suponer que u no^ es

función lleva a. prodicp.r uno. propiedo-d absurda pona u.

Como puede a/precicnse,

s de lo. der!iostra.ción-L

ü e es

La prueba. deoonrolla.da loone en evidencia que -

el Principio do Inducción Ilatemático. es condi.ción necesa
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ria para la, definición recuraivai, de funciones en tanto

q.ue el teorena q_ue legitinica esto procedimiento lo presu.-

pone. Por tanto, el clásico quinto axioma de Poano no -

sólo posibiljia, demostraciones sino también definiciones.

La, demostra.ción de la. condición de unicidad no

la desarrollaremos en deta.lle pero puede hacerse con re-

una. función u* arbiti-a -lahivci, fc.cilidad construyendo

ria que sa.tisfa.ga la,s condiciones dom.ostrada,s para u.

Por un rápido razonaimiento se probará que estas funcionea

coinciden en todos sus puntos vale decir, que e cujjipleQ

u u.

Ps pertinente a,notar que hemo

posición detallada do lo. demostración del teorema de la

recursión porqíie es un teorema,

der lo

incluido una exO
»w)

no ce samo para compren

fundamentos de la. llaimada. teoría, de las funcioO

nes recursivas, baso de los procedimientos lógicos fini-

tísticos o constnactivos, que sin embargo es omitido en

ma.nuales de nivel intermedio como el de Delong, 1 profile

of I.IathGma.tica.1 Logic, que ni siquiera lo menciona.,

el libro, va.ri.a.s voces ya cit0.c]-O, de Mendelson

dría, sor considerado av8.nzado

En

que po -

se postula sin demostra -

ción el enunciado del teorema de la recursión como la re

ección sobro funciones recursivas primitj. -

j

gla V de la

vas p. 120.

c::
o

Henhin, en el artículo antes mencionado, pro -

porcionao una. demostración a.lterna.tiva. loero también de ca

rácter inductivo. La versión de lialiiios, que nosotros he

mes expuesto, dGsa.rrollando deta.llGs cLue no necesita, es

pecificar un matemático, está

de líenkin» La idea original d

bosquejad en el trabajo -

prueba so debería a

cü.

esta
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P, Lorenzen y a D.os resultados de Hillcrt y Pemays quie

nos descubrieron la prr.ebe.

Lorenzen,

in conocer lo. exposición de

Sin Goibo.rgo, la primera versión de la demos -

tro.ción del teorema, de lo, recursión, según informaciones

del mismo Henkinj se debería, al ríi0.temático húngaro 1,

ICalmár.

CJ
O

3.5. lo. eciuivoloncio del Principio de Inducc_ión ila.temá-

con ol principio de buena ordenación.rcf

tjiperOj la. argumentación d8.da po.roi, fundament0.r

arit

uinto postulcúo de Peo,no ( esto en el senti-

el estatuto de proposición privilegiada dentro de la

mético. del

do proposición neccsoiria. paro, definir y desiostrar dentro

de la aritmética)podría, tal vezdel istoiaacj

ser obje

tada aduciendo c^ue existen presontaniones de la aritnóti

ca en lo.o que el mencionado postulo.do a,parGce como teore

ma. Para sustentar esta contrasirgunentación podría seña

resultados contenidos en o.lgunos libros

matenáticov Por citar un ojcmplOy en el tex

to SlGeaontary Eeo„l inalysis de .'ndorson y Hall,

cipio de Inducción ilatomátiCcO

1 mismo resultado pviedo encontrarse en Ha,o

forma.! dotails on nredicativo

larse conocido

de análisi

c>

C‘
ÍD

el Prin-

aparece como el teorema

Th,2.12. a_(

V/ang, 3 ome et theories;c*
kj

7- —

como proposición 14.8 (p.598 de ob, cit).

do caso Ir?, diferencia

Sn esto C'

egun

quGj por ser un trabajo de for-

malización de la matemática

o CJ
o o

la dcijiostración es mucho -

lógica subyac Giite,

ouo on lo fundanaen-

j

más elabora.da porque haco explícita la.

Una versión española do esta piuoba;
tal v7ang, puede encontrars

iomátioa. de los conjuntos,

tooríá de primer orden con idon

sigue a

terin. Teoría.

e on ol libro de J. íte

que está desa
o T/-

rr oliad o a, raanera. de un,
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tidad.

Como primer comentario a ta,l domostr8,ci(5n del

semc.laremo!Principio de Inducción Matemáticaj

e lleva a, efecto dentro de la teoría de ordinales

siderándo

que ellaQ
O

a
o

con-?

te caso a los númox'os aaturc-lcs como el

finitos.

se en o
<3 o

caso pa,rticular de los ordinales Esto iieclio im

pono una restricción a nuestra disertación en el sentido

de que sólo lic.rcmoü una presentación intuitiva do

demostremion en la, medida que do otro modo tondríajmos que

considerar un conjunto muy abultado de definiciones y teo

que son innecesarios

no rosta en lo mínimo

dicha.

rcmas previo a

para nuestros objeti-

solidez a nuestro

O

vos. Omitirlo O
ío

plantoaiiiento.

El postulando fundamenta,!

referida demostración, es

ordenación, que puedo ser

ra para los números naturales.

que iiOnCo posible la

el conocido principio de buena

enumeiado de la siguiente mano

a) Cada subesnjunto no vacío de N tiene

nor elemento.

un me

P a seguir el sentido de la demostración es -

presente adicionalmontc la definición

dada anteriormonte, y asumir que el

al sucesor en tanto, do conformi-

es válida la condición

que usuaLmente se utiliza, para definir la rola,ción ”

que ",

cax

suficiente tenor

de número, que licjaos

antecesor os menor que

dad con la misma definición,

menor

ración es por reducción al absurdo y el es

que a continuación expondremos sigue

La demoí:

q,uema de la pr-aoba
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la idea expuGS'Ga po3r Hao v/ang ciue,

ción dcl trabajo antes citado y

I'Teujjiann y demays.

a su VOZ; en esta se£

utiliza, resultíxdos de von

Se .aen como liipót.esis A(0), (¥z)

n(x')) y c ontrae j emplo arbitrario A(x).un Luego se

construye el conjunto 7/ de todos los nánieros naturale o
O

para los cuo no ,x cuaiple el Principio de Inducción Mate

es \'¡ = ■ X / a(x) -mática ost"- aunpuGj evidentemcntej

satisfa.co el antecedente del principio,

buena ordenación, el conjunto

-7 y

Cada elemento de Yí

por el principio de

de nÚMioros naturales, u ordinalc

mionbro v/ gxio es su laenor elemento,

posibilidadess (w = 0 ) v (

Luego j

finitos, W tiene unKj

Por definición w s_o

V/ = y» ). Loa

.tes de lo, c]is;^amción conducen a contradicción

entonces por liipótesiw

- (vv': W)^, lo que contradi-

En ca.;o de que

= y’. entonces, por definición de niíiaero, hay un onte-

laiuontc t .0 do1 .O o

dos compononi

Si w ~ Ocomo vero.mos. so cUüi'iLec-

y

la condición L(w) y por tanto

ce Icx for como homo definido cU w.o..--i

w

^ ;iiora, y tiene dos posibilidadess (yn W)

La primera opción implica que se cumple la

y’) y? (y' = w), luego

lo que nuovaxaento con

w. la segunda alternativa inpjl

iiipótesis y IvP,

como y' = w, luego-..(wcr W), lo que

Así el teore.ia queda establecido

uponer la, existencia, del conjimto W, de

positivos no inductivos, por decirlo así, con

cesor y.

(yi W).

condici ón A(y), poro como (y

w no sería, el elemento menor de W,

tra,dicG la definición de

V

ca. que se cumple la. condición A(y) y, por

se tiene A(y')j poro

produce contradicción.

al probarse que c-
o

lo entero o

duco a contradicción.

fácil advertir que si en lugar del enuncia
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<3-0 a.) hulDiera-inos uoilizaclo la forrauleicion equivalente s

a,' ) Da,CLO un Gubcon¿unto de N a

. lenor elemento,

vacío:

entonces la conclusión final do la do,-.ostraoión anterior
do los números ncsbur-lo

üisj.men el PrincixDio de Inducción Ilatemátic

,uo no tiene un

Gste subconjuntoentonces,

os

el conjunto W
d

en a que
(.¡uo

no sa

a es va

CIO.

Gin embargo la demostración antorioraent

suficiente pa

e ex -

puesta no es aut oriz arno sra
a pensar que aL

una proposición

resultado mate.^-nático -

quinto postulado de Peono os reduciblc a
más pri-oiitiva.

que establece

Inducción

ordenación, lo

Pues existe otro

quG asumiendo la

liatcj'iática e

validez del Principio de

dorivaole el principio do buena
Q
O

suo equivale a de.Di.ostrar el teorema recí

proco y, coiirjGcuentemente,

buena or ■ Dnenión y

son lógic

Este hecho

firióndoso a la

la cual so

establece que el principio de

1 Principio de Inducción Jiatemáticae

aicntG equivalente

confina la^

por implicarse muti.irmonte.

intuiciones do

a
o

cj

Poincaró quien r_e
demostren Is, proposición

liento por recurrencia",

sentido siemipre conduci-

GquivalcntG+,

posibilidad de

"sobr.
apoya el razor

esfuerzosseñaló que los

rían a

en ese

hijjótesispresuponer una

La demostración de la derivabilidad del
pió do buena ordenación

algunas -definicione

princi

presupone

oxpondreno s para -

te resultado.

por medios inductii^os

s y propiedad

garpiitizar la comprensión de este i

r i o
O vD que

importa-ti

+ Vid H. Poincaró ob, cit. pp. 228 - 229.•)
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El núj'ioro n os ol menor

si Ml-N y (En) (n

Df. 1. (o primer) elemento de L

M . (Vm) (n^m . m^tM))
el menor(o primer) olemcnto de lí+ ♦

TeT

TI. 0 e

■i m/n '((m <')n’ ) j luego I.I =

2. In = I m/m H , (Sn) (m^ n ).
In es el conjunto de loo erntccesorco de n más n

mismo.

T2. 3 i n (~ N j M

Dd, Inttii t ivojicrit e i

En lo que sigue hacemos una exposición dcl too

roma siguiendo la versión contenida, en ol lihro de Coh.cn

y Erlich, antes cita-do, como tcoroiia 1.18.

h) Tooroaia (Principio do huena ordenación). Oa

d-a suhe011 Junto no vanío de n tiene un menor

(o primer) olomont o.

la. nruoDa como ya lo indicaranos

o la llanada versión fuer

es inducti

va, poro so utiliza, en este

te o principio de inducción coiiiplet

mod.ida.d demostrs.tiva, lo que se pmcha. directamente

ruiivalonto que dice "si M es un suhco.njm

to do E, y 11 no tiene un menor (o primer) elemento, luego

íi os igua.l ci.1 vacío. Olvianente, en este artificio domos

tratívo se está utilizando la tautología do contraposi

ción.

r* o -c

a. i:.simismo por com5

OS

la proposición n
o

Se construyo ol conjunto K de todos los número

n/ ^ - (n í; M)

C!
kJ

na.tura.los que no pertenecen ca I'í K = . Pro
1

b,aremos por inducción fuerte que [í = íT y en consecuencia
=i J.

■’í-. Este teorema o tra-ción del prin
Ta.moión

presupueste en la. dojio

cápio de I.nducción fuerte do la sección
allí

rjo o

2.3,

aparece como proposición TI.



72

3o cumplo c|UG 0('- K porquG como M es un sul

conjunto do niímGros naturales, si tuviera a O como mion-

bro^ tondríc. un menor olemento, lo f;ue contradice la hi

pótesis.

I.

i

II. Lo. hipótesi

tocosores de n’ son miembros do K

inductiva, es q.ue todos los an

en otros tórmino

Desdo esta postulación probanemos ciue n'ó-K. Pa

ra cur.lciuier p tc.l que p

Pero si p no

o
O

c;
?

Inv.„ Tr

ntonces -(p C In) poirque

tá en In, entonces es diferente

de n y de todos sus antecesores5 y como no puede sor me

nor que todos ellos porque O es un a.nteceGcr de n^ enton

Por T2., n’^pj pues no existo un número en

tre n y su sucesor n*, ;.sí n' satisface la definición

de menor elemento y, desde que por hipótesis M no tiene

menor oloraontc, entonces, ---(n'á Ivl) j, por tanto, n*” K.

M vj
9

In n. K. os

ces n - P.

j ?

Desde I y II el principio de inducción fuerte

1 conjunto de los núre-

sólo puede ser vacío,

?

e concluiye K - P, esto

ros na.tura.lcFj cjuo no pertenecen a

n
es qxie9

rr

J.Í.

esto os,

Una demostración alternativa del teorema antc-

s intuitiva puedo ve

Elomentary Peal /nalysis, p. 29.*

/

e en el libro de Anderrior pero m

son y Hall

rs

Por tanto podemos finalizeu’ esto, sección puntua

lizando, a lea luz do los rosulto.dos mato.'láticos expuestos,

que el PriirCi]úo de Inducción IJatomaxica

ción no cstricteaien'l

I •

una proposi-

desmostrablc dentro del conocimicn-G G

to mo.tojaático j ci,uc todo lo qu

es su derivabilidad

se ha. podid-o demostrar no

en sentido estricto, sino la. viabili

,0

9
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dad de forraular hij^ótesis lógiceaiento oquivalGiites.

Del mismo raodoj la necesidad del referido prin

pro!3cnta,ciorios Eixioriáticas do la l6-cipio dentro de lo.

gica y de la aritmética foriia,liza.da, parece indiCcar q_ue

c trata de tina proposición gue es indcsligalle de 1

llamar gcnóriconiente

a

ci

as

■bc.sos jiiisj'iam; de lo puo podi^íamo

los sistemaos deductivos.

C!
O
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3 Cic Perjio cn.to¿;(5ricos con indepon-4.1 ¿Son 1 , c nxiv.oin

doncin de In for;:r c>o-ic se interprete el Principi
r\

de Inducción IiO.t0iinticu?

de Inducción Mutooiéticn cuiip] cEl Principi

una función decisiva en la denestro.ción de la catcgorici

O

/

íu-'ic C[uo el princi

pio lí^' .auaencia, de "intrusos" en la, sucesión -

de los riiineros nn,turalcs, entonces puede dc:iostra,rsG la

ca,tog:,)ricidad de los axi^ms de Peono, esto es, que dn,-

dos dos riodolos arlitrarios para dichvJS axicruas, onton-

d ;s oiodclos sicuoprc s^n iso.o.c-rfos. En la iicdi

délo clásic^' de IC'S o,xi

dcad do los onionas
1

e Peano. Si SO asq,L

GStCGS o
o

elo de Perno cda rpae

conjunto do los niir.ioros naturales, la catcgcnicidad de -

la aritnótica XTUodc ser expresada, en esto caso, en tór-

nin',;s de que cua.lquier interpretación que satisfaga les

mionas do Pomc(nodclo) es isoriorfa e n el conjunto de

los núneros naturolí

el Cí•. r
'U O... J.C /

En otras palabras, si los nonci£

nados axioaias son c.atogóricos, tóalas las interpretacio

nes qu.o se den de ellos son fmidmentalnentG iguales,

pues la. relación de isoiiorfisrio entre un .riodelo L'í y otro

IT exige una correspondencia de "uno a uno"(biyectiva) en

tro los olerientos de M y de I-T y que todo axiona sea ver-

dador.. en M si y solmente si es verdadero en N.Do otr:,

p^.stula que el Principio de Inducción Eatciútica -

no iripidc la presencia do "intrusos" on la secuencia de

los llKfcu.ralos, osto os, si el conjunto de núncros que hay

vacío, entonces puodo construirse in

terpretaciones do los axiouas de Peano que los satisfa
-

grn (ncdelos) pero que sin onbargo no^ sean isor.i..'rfos con .

el cnijunt.; de los núncr:js naturalcs.?ír.

es.

SI s o

entre n y n
I no os

que esta afiraación es perfcctrjiente conpati-o
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A estos J. iCClclOG SO los C rtoncee cono no -st rjoclard " fi
o no-

cl.ósicüs

SkolGoi titulndü

S.ystoris iTablicp/lo en 1934.

!í

y su doscuJbri.iient SG rc.-contn

fctlionnt i c ni Int erpret nt i c

0-1 t rainjo de

on O'f Pernal -

o

Un nodclc

estructura distinta

no stojidard",

a la de -

do su existencia es -

por definición,

les nunGroL-

ticnc una

naturales
ca

y la prueUo,

iJiportante a launa linitación

ricidad de les

afimación de la

y do la aritnetica.

significa que les

-ar un trataaiiento general

■xUo hace iDonso-r riue hay pecu—

co-tc go

do Peanra

la
e

-1prcGcnci':^. los nodclos it

no standard"

axloi.i-a do Pe ano perniton da
a

estructuras diferente

liruridadcs de estas

for-nal.

co íüró Que

Rioger y el Horizonte de la

le:> o

que no '..tada,s por dicho sisto-KJ Ola.

na El profeo or de nuestra Universidad,
en un artículo titulado

Prancis
o O

la edjjecáón de■‘-f

Ontelogio- Matenática,

Crítica (:aayo de 1968)

publi-

intorprcta os
cado ^■n la revista

j

te resulte

aludido no

1 .

- c:.e'io una prueba clara de que el fornalisno

el concepto de núnero natural,

establecido per el segundo

agota
lo que a

Tcore-
su voz ccrrcborcría lo

na de Godol,

un f amalisne

aritnetica.

que señala la necesaria, i: posibilidad do que

verdades de la -exprese conplot ente 1

ixSini 10, esta in

fornalisno

cj'

-iposibilida-d se hrO-ce exten-

quo c:.;ntcngan a la

O-

siva a todos los
ari tácti

co, cono part •

ble con l.as

xionas de ~

lógica do 1
ción de

Robbin titulad,

prinora vista

denostracione

Peaji-. utilizando los
predica

tipo

de lao

catogoricidad do los a
- -J.0 hi 1 o

o

expresivos^ de la

Una dienostra.

o

pi ..
'G do sogund.j orden. ‘

puede encontrarse el libro
tical lonic.

-V.L

esto
de Jo'Gl W.

a first course.
ílatho

ii.

po dría-

entre nuestro plantoa,.oiontc
sin onbargo no os

parecer que existe contradicción -

do Rcbbin,
prueba, do catego—

oxplí citro icnt c

("foill nodcls")

y los rosultaUc

así debido a que la
que este auter aporta está

nodelos

uS

ricidad
res

tringida a los principalour-i de
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Una situación soncjcjatcj

tío Peanc

a. la plrjiteaPa por

la prosontada por el cálculolos aicio:-ÍÍ..-0 esJ

noposicional clásico que no

razón ele que aclcjoás

tes aciiitc t

es catc lea por la senci

do las interprot.aciones bivalen-

í.o

lia

ibicn noel oles trivalentes, 1

traclo por Lukasievics y Post,

go ser generalizada a ncdclos n-VcClentos,

que fue doeios

y esta pr.i^3iedad pued

Sin OLibargo,

proposidemal, que es la too

sintáctica y senánticanente -

luoo

cono es conocido

ría lógica nás siiaplc,

Do este nodvj tener

el cálculj

GS

conplotvr, s sistenas no categóricos

a-ritnóticaque son inccnpletos

fornalizada y sistenas

cono el cálculo pr-:

ricidad de un

del Jiccli: do ene un

ojoiqjlificados per la

no c.atogóric

roosicioncal.

sistena no inplica,

sistena TTOsea la.

j

os que son conplctos

Per t ant c, 1 a. ne c al o go -

su in c cnipl o c c i ón, pue Q

princra propiedad -

Per tantr;no so sigeio que -neo do la

ncntación del profesor Miró

dorar que les

inccnpletos

cíproca sea. correcta,.

sc;gunda. la, a.rgu-

CuGsada si pretendiera censi

istenas no catogóric.j

no se justificaría,

Q

son nocGsa,riaxiGnte

aunque la, afirme i en re-

c?

4.2. loerena do Godel y ne-categericidad do la. Aritncti

ca.

La, existencia ÓlO nedclos ‘no-sta,ndr,rd"

resultados del teorena de Godel,

si está

do incenligad a a los

Poano. Proporcieriandc
que PLObbin denota a la

el onunciavl:

"Sea P la

calores universales

o ñas procisaniento') P ' )
nodclos principales''P isinisno,

r,l£;un

aritndtica ferrralizada per PA„ y
que dcnucstra, en la ]p. 162 es el siguientes

conjunción de la,s cln,usurr,s
de los cuatr

dot0,1103, quntucolizanos -
a c‘

v-' L)

j'iodianto cuantifi

accionas de PA . Luego
a 'SUS

P( categórica rcspcc
; previ anonte, en la p.

c o

U
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piecion ele Ir, nritioctica fornalizacla,

conjunción con otros resultados

aritnctica axionatizacla no

poro en el sentido

le ciuo este tcorenaj en

ireplica que la

consocuonte.'icnte,

al nonos un nodclo ''no-strndard".

f

os categórica

dele ser xDosible construir para c-y?

lia, Esta es la Ínter

su artículo Tlic Axionaticpretación que da Hao Y/rng en

I.Tethod, contenido en la obra ya varias veces citada, a

relación entre los resultados de Godel y lala
no catego

cono puedo deducir

arguiiontos do Wrng que barmes

ricidad do la

se do la exposición de lo

a continuación+.

rri tno t i c a f ornali z ad a
9

C5
O

El noncionado tratadista

que prosupono la ordinaria 1

cionos do función de

Los PuXionas de Z son la

la nisna que líenos expuesto

rior al fommlar las proposiciones

propone el sistona Z

cica clonental con sus no-
/ -

verdad, cuantificación e identidad,

versión de los de Penne dada por

en la sección ante -
Honkin

f

Al A2. y A3

egundo axiona, YJeng

proposición equivalente a A2,

con -?

bscrvación de que en el caso del s

• j

la

roalnente utiliza uno

aplicación do la

tros axionas indiceados

por

tautología de trrnsposición.

se añade cuatro

A los

ñas que expresan

145, so precisa

del nodelo principal de PA
Es en c..ncecucncia claro

de Robbin c_.incido

del nodclo so garantiza la
trata de una "cate^

por Vi

+ K]ecne en oTatliona;

prctanión que coincide
los nodolos '

ipleción de Gddcl.

isa por definición que los únicos clcnontos
son los núneros naturales,

do ca.tegcricidad
que por definición

ausencia do "intrusos". Se

ricidad relativa", usando la expre
para señalar esta particularidad,

PP. 327-328 da una inter-

la. de V/ang a las rcLacio-
y el teorena -

^^2
que la prueba

con el caso en el

sión enplc u n

tical Logic,
i con

nos entre

do inc

rt
iiw -standard"
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Ins definícienos rocursivns de Ir. r.dición y de la rrulti

así un cenjunto do siete axionas

'S inforiialironte siguiendo el

■jcsitivo exue Wang usa en esto caso fí

zl. I'To existe ni siquiera un n tal que n' = 0

z2. Para todo n y T)ara todo n, si n'=n», luo-

plicacicn, Cw. iplotando

que a c^,ntinuación enuncie

estilo es

ge n = n.

z3. Para cada predicado H(x)

ra todo

si H(0) y si pa

H(u) inplica H(n>)> luego todo

j

H(n).n,

z4.
4 Para cualquier n, n + 0 = n

Para todo n y para todo

Para cualquier n, n , 0=0

Para todo n y para tedo n, n

z5. = (n + n)’f
n, ai + n

z6,
4

z7. . n'=(n . n)+n>

la versión del

en terninoo

so/pmdo tcorena de Godcl dada

por V/rn

siguiente s

contiene a Z cí

existe un enunciado

H(n) , el cual no e

H(0), H/0»), H(0'«),
Por tonto

do inconplccicn sintáctica os 1?.

"Sea S un sistona igual a Z o un sistena

o

-5

que

; una parte. Si S os consistente, luego

porteñociento a S do la fonaa para

ni prolalolo ni rofutalle en S,

011 todos 3^ cada uno d

si S es consistente, entonces

no os coLipletrblo"H^-i:e

tod.
o

a.unque

pro‘bailo

S os inconploto y adenás

o

elloso

en S»O

Lo que siguo o

Wang en la p. 19 do la
diñes algunos cniontories.

originalnento en 1953.
la traducción del

en el artículo citado c

que do

sario hacer explícito

seguráronte ‘v/mg, ha
t o ore: ía. idL re spo ct o,
ci(.n 3.32, p. 145.

s un re SU'ion do la

o lira ente
exposición hecha por
citada, a la, que aña

El artículo fue lu'blicado

o

(Ti
O

Esta. os
enunciado do Wang, nenhrado

10 "Teorena. 3". Ha.conos nota.r

acuerdo al tcorena do Rosser (1936)
ClUc S cs’o- consistente, lo que

teñidw en cuenta al formular este
véase Lícndcl

n/j.

no os ncco-

son, oh cit, proposi-
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Co;iü clr.ra-'iüntG puedo cntcrdorso, en esto, f.;r-

j:iulaciün del tcorona de Gedol so cst.u pjoniciidc énfasis -

en el nivel sintácticc de la inconplccidn de IcU .aritndti

ca fonializadaj pues no recurre al sonánticoj de nayoros

resonancias, cpac se ex'prosa imntualizando que existe .a -

nenes una prop)Osicián verdadera de la aritriotica

inderivalle en Z.

que 0 3

De otra parte, Wenq establece cono toorena 1

Cade, sistcria colepsárico es coripleto", lo que hay que^ en

tender t.adoicjii en el sentido do conpoloción sintáctica.

Consocucntencnte, desdo el toorcjia 1 en conjuncián cc-n -

el resultado de Godel se deduce que, si Z es consistente,

entonces Z no es cateqáricc, per ai.'lic.acion del ilodus To

llons .al tocrc. n 1.

V

^Isinis/io débenos indicon pue la láyica de pri-

i:ior orden no es sintáct i emente ccr?pjlcta. De serlo, de

confomidad con el tcv,re;ua 8 de Wan£j que dice "Cua,lquicr

sistcn.a c.:.:ipleto es dccidible", sería una tcería pm.a lo

cual existiría un proccdiiácnto efectivo para decidir la

validez do cualquier puropcsicián. Iw epue c:^ntravendría Inj

resultados del con.nido teorenn do /llonsü Cliurch, Este

resultad; está c.:rroborado por el hecho do que si bien -

de a,cuord;j al prcinor teüre.an do Godel 1.a lóqica de porinor

orden es senánt i emento cojoplcta en el sentido do que t£

d.a prop)Osicion es denostr.ablo si y solamente es válida,

en c.mbio no existe un pnocediniento efectivo loarsa recha

z.ar una proposición si no es válida.
. r

Sin cribaripo

p)ortontc indic.ar que la p.artc de los axio/ias de Z consti

O c*
V».» o ir:-

tuida por lo

propiaiaente defino un

. s cnunciados Z1 que es la que -

lo de lo do Pean::, ccnfigur.a un sis-

Z2, y Z3 » 5• 5



8l

tonn. conplcto y dccidiM

por Ir

Esto rosultrdí gs expresado

reposición 5.2 del artículo de Wany en estudie0^

La posibilide

de tal sistee.a

de preibar la ceiiplcción y deci

radica en la posibilidad do

cu.antifica,düres universales;^s-.

XL

bilidaxL
r\

oli-

Evid ent Client o,

cuestionan la solidez del tc^re-

ninar los

estas c-nstataniones ne

na. de G-ddel eue ha sido dcoiostr;

definiciones

terninosj

.. para, los axloeir.s do

Pe ano la(":■ Q

do adición y ru.lti

para la aritaiótica fornali

recursivao
O

plicacien

a travo

en otr- -Dj

-I

de Z.za i oK,'

Perc. co eo i- c.

son ieeplic:

loción sintcáctica'--I' y la dccid__

■oricidad pero no so -
bilidad Q- ..nL-, :,o por la cat

11 ir,ción roeíproca,

;

cuiiplo la afi

trae jen

cidible pero no

xi crias Z1

pues ya lirios con

:posicie.nal quc es

con -

)lo la lóyica are’

ca.to.nórica

-Iota y do-

puodc don.ostrarso cuo los

co.'

j e j'

Z2. y Z3.,

luop-e,, nediante la.

n>-.' Gen Ccatepóricc

erns truc cien de un no cielo

cono lo haraacs• 9 C' S

n
no-standard''

que debe sor entendido

ba Ceiistructiva do la.

Peano fonulados con 1

estricta..lente sel,,

lie- cate-noricidad

nodio

En relación a todo

Cein; urna prue-

dc los axiOllas de

o

de una teoría

el conjunto de axio

os de nodolo

O

expresivos'• O

n

ae prncor orden,

ñas de Z t a. Pión pueden darse ejo-ipl

tandard" y este resultado es

no-s

El ostu -

para frapiicntes de Z ha

construireaios luego

pierspectiva.; a,unc_iue no so -

CJ
o

-lobido 1 Skoloj’i,

dio do le nodolo-n n
no-st andard"

ido hecho r Hasenja.e

esta inscrito dentro

O

'cr y el que

de esta

o

Según Ilondclson,
trar la ccnpleción
na.s la definici'n

Vid.

ob. cit. p. 116 el
y decidibilid

'.lición fue Prosburgor en 1929.

prinor,- en deno-s-

do Z1
r\

Z2. y Z3n• 9

de

\T
7an cit. p. 20.o-p.
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'IgIdg p. GstG trr.tp.distp.. ijrGnfouCiit en 1958 lip. dGiiostr^-

clo 1p, G-xistcrLcio. úg '2. . :Gn.:..s 2 '■’ iiodolos ’'no-stP2idr.rd" “

de cprdinp.lidp-d on un rxtículo publicudj en Noticos -

idioricpii IJppcliG-ipticr,! Sv.cicty, vclunicii rLW’xrc 5.

;nitcs de p.pspx p. 1p CLnstruccien de un nodclo

ic.pps de Pg.'-jig es pertinentG

puc pxlvirtr^ns puc lic.nos j_'referid-^' opiplepx 1p. versión de

IlP-lnüs

no -st pndp.rd " ppx.'^
n los rt

c

pues en 1p. sección pxtorivX yp. iieiios dc/iüstrndo

rué Zl, y Z2. son dcnostrodolcs desdo clin, cunndo dinos

j

unn prue^xp pora 34. y B5. Esta es mía variante solrnicn

te en 1p. for; n de presentación ¡ ue nu p,focta p'':'Oolutp,.aon

te la validez do lo dc.awStración puc harems, pues el n£

dol(,' "no-stpaidard" pue construiré

y Z3., lu 'uo puede verificar el lector c^n rnninas adi-

itisfacc Zl Z2..ioS Sn
• 5

cienos de detPollc.

Constru.cción do un nodelo'he-standard” para los axl)-4.3.

oías do Perno.

En lo ruó sipuc procodore.aow

superide p'or Hac \7-ann en

The dxionatization 3xitlra,tic.

a desarrollar elC}

ncdolc ’hc-standa: u trabajo -
o
o

Es evidente cpie se

puede

ranón por la nuo ho:ios preferido el que nos ha, parecido

oías intuitivo sin dejar p.m ello do sor ripuroso.

-1 rrclloG alt emat ive a la prepuesta de Wrrg■ ns
r?

í.jj. o

3ní p.n CvJ, oñidad de '-.'strativa so asnac a 1 co

no al princr niiaero natural,

el noel o lo propuesto

linitaxonos p„ la, versión de los nisnos

IpuaLiCnte pana probar que

de Perno, nos

'xla, x)v.r HaL ios.

atisfacc 1c*
OS rJciOj. ! C1O O



83

1. Conaidcr 00 ixn ■univors.-’ V ele pro pió el,odas

.,a.-Gdic.'olDlcc de nd;:ioros.

C-.

1,00 CU''l0S Uno propicdoei

P(x) cst,or,ó en V si y s.'lv; si satisfocc uno de l,o«

.1
ov:n

desO

oiguiente Condiciones sct

a) i'(x) es verdadero

te finit'o

solojOGntc pc',ra un confun

de noLicrcs de un conjunte dad ,

P) P(x) es verdadera para todes los

del con junio dae..-

finito de ellos.

elcnontos

excepto pjeoro. un conjunto
/

En esto des,arrollo asuñioos la usual postula

ción notcn.ótica que estcollccc que el cenjunt,. varío es

finit .

i P(x)por ejonploj es la propiedad

positivo inpar", entonces P(x) no perte-

Asioiisoi o
o

I .Tr

oe Uil

noce a V, si se a.suiOG ccjoj referente de P(x) el conjunto

nd :.or.,s tiaturolcs.

a) porque p(x) es verd-’dera p,ora infinite

itisf,oco

F do loe -ocisfocc la cnidiciín -He )Sr!

elenentos deos

la fonoa 2n + 1. F lo condición lo) porque

infinitan ndioros naturales do lo f^.rP(x) f,ols,o por,'G ri
o

2n.j’iO

Considcro/ios el Cv-njunto

denota, lo operociín de unión de conjuntos en este

El conjunta N, es el de los núnoros na.turo

c,-invenciones ,antes utilizaxl:'

IT U T (1- letra -
-ñT

•U'

c^nitexto),

les, si;juiundo las

conjunto T

Elas.

o define ía
io

I

;df

'T = ^' X / X = ..1 J b d Z ' 1
o. í

2t.
.0

/

+ Z 1

LLCiivdca el conjunt--. do los ndiicros enteros.
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Cur-lcjuior clcr.'.Gnto dcl conjunte X sern donotn-

do oor 1,0 letro 'z'. El suces-.r do z os z + 1. xtsí li

construido ol nodclo (X, z +1, l) q,uo sntisfnco pr£

l'iod,odoo P(x) portcncciontos ,ol universo V. Don-toronos

n esto nodolo por Xy que os su clononto cen-octorístico,

y prv::-l)r,ro:’OS puu sntisfnco leo uxiojoms Bl, B2 y B3 de ItO

sección .ontorier.

2. Dcnostrnción de que el oiodelo rr

ontisfneo

reúne (Versión do HpIloos)lOí 1o e,Xl.;j.lUS CIO

X utisfoco oloviu.lento ol nxiooiu Bl porque ■■

s,olvcdp¡,d do que cotejóos pos-

c^

1'- 5 iluciondo nuevo: lente lo

tulonde IL cuo. lO pri.'ior nr.turr.l.
o
C

vr

t doión ootisfoco el oxieoio B2, En el coso

Zc.iT, es cviclente que z + lo IT, pues IT os el

sico de PopoiOe Si z os .■ liojobrc del otro ele:

unión, coto es si zqT, entencos z os lo fí-r;i

dolo ció-

ntü de lo00,

21o + 1 y- iC -

2

21 + 1el sucesor z + 1 - y cst,. últino os iquol1+

2b' + 1o lo frocción que obvimontc pertenece o T, caoO
c.

cct.oció.n b' = b + 1.

se cuoplc z + 1 r;

lo Ibr troitc, en todos los co
<0

C* o
o w o

~r

diiv.ro prwberce.ios que X s,otisfoco B3 ‘i'o.ro cuol-

quior propiodod P(x) do V, Es lícito, p.:v pruebo condi-

uno propiedod de V tol que -

^P(::i + 1). Des

epue curjidoxí-IT

un íModelo de Peono,

que se siquo ('

cionol, seiv onor que P(x) e

se cuiiplen los ccndici. nos P(l) y P(n) ^

de estr. ]iiq)ótesis so si;_;yic iiiricdio.to'iente

so cuoplo (Vz) P(z), pues IT c

do x(:T to-bien doiiostroro

o
o

Eno
o

1-1 c o c*

osc -o —
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lo CU-ll Ir', clorositj- .Ciwll (lo CUG
TT

’.tisfp.cc 33

C(. r^lotr. jj conoccuGiitciiontG, se iiplrí i')rolrxlo quo

es un (i.xlolo (le Perno.

. o o
KJ V .

sorr.

^-r

Ln ^'rucla gs i): r reducción ni absurdo,

2b + 1

Supon

(este X logrxios puo existe un x do T tal puc x =

11^

o:aci(5n fals"'

7

breviadmonto z/2) y puc r(z/2)

En otros t(5minos

re. m' 3 afirsea une;

esta ios ouponicnd

un elGaonto de T puo no satisface g1 Prón

Pero si P(s/2) GS fals”^

Isinisiio por liip(5tosis y

G cuiii)lo sionprc la con-

En consGCoicncia se cunplo

la condición ^-•P(z/2 - l) y así, por -

'■^-P(z/2-2) y todos los aiteco-

antecGsores do z/2

entonces P(x) sería falsa de infinitos

nue' •

j j.

existo al :ionCüQ

cipdo de Inducción

ontenees es verdad

(tceiática.li-,.

■ - J

-P(z/2).

l'", tautología de transposición

dición P(n)--^ ■ .p(::i-l).

por Modus Ponons

C!
O

el nisrio pir^cedi: áontv^,

Pero cüsores do z/2. en X 1no o-s

sen infinit 'b ri
e-j

lonentos 1 UG ce.aitradicc la cmdición b)^.

puc P(x) es una propiedad induc-

itisfacería la condi -

Y desdej

puo ya líenos de. .ost rado

tiva en F, entonces P(x) ta

ción a).

i a.-co sr■j.

consecuencia, líenos llC;

resulta que P(x) está fuera de nuestro

'a nuestros supuestos inicíalo

T la afir:

puo X satisface el axi

,1 -

:■ a una centradleliiil
..joa \

/

Clon, p:.uo r.\
o

uníver

so V Iv. puo ni o Per? o
o o

tanto, so cueaile para todo x ■.

así pueda establecido

un nodcl

ción (7x) P(xjy

B3 y osp.'

do Perno,

ÓV'UÍ no liace falta sup^o
sin., ad. litir puc

ne infinitos cle.nnt

ductivo para la rol-,ció

ner infinitas

el con Óunto W = ^ x / P(x)l
puc SO' prueba do nodo

antcces':.r.

licacioncs do
lu?

, tie-
loos, in
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cj^uo Gstr.blocc el resulta luscrxl..,

4.4 Conneturrs lerivrlrs le 1,', c..n,struccion

le riololüD "nc—standard".

los o.rr^i’iento s expuo st o ^

precedente no^

luo,-

en esto cnpítul'.

o fer'ulnr olpunos

ente liprxlo

so lion lieclx'

do Ir nrit -

y lo
/ o

dceiostr-'.cién
nut. riz-r.

lincer un plnnteril^

a

co- -cntnrics nnrr.
o

In censidcrncicnos
o

filosjficn

tCwrG_in de Godel y Ir

pue n /loiiudo

in c onplo ción

o

Golro el

:ieticn f- enlizrxl"-• J
^ •

el, In censtruccidn del

17nnp nsu' :c,

dele -striidurd"no-X-'

propuesta p.r Iln^

se define

'.r 1 Cv.ndiciwnoD en puo
o-L-

el cenjunt

lo rué no periiit

;r

In Gxistencir do elcr.entOG

i-^ltcncién rocursivn

pnrn b perteneciente

y.>

en

tre t
n y 11

los ole.lentes de li

InG r

de

2b + 1fonin
2

Z». Istos elencnti, s

Wrxir, "intrusos"

In definiciJn rocursivn do nerier:

sin G.ibnrpCj excluidos

tonnticn

to T. D

Ínter, icdi
fl

ft

) los llfo? cco 3 Lv>' .n.

j nun^uG n.. iiuoden ser obtenidos desdo

pue ñorn dudo', y no
o

Sony

por el Principie de Induccidn Mu-

O

puoy cono iioiiO’s

otro, porte j

visto } se cuLiple ploro, el conjun

el conjunto Z en su. totoli-

cl Principio do Inducci.on Ilotonó

onn-ue

do.d s.otisf oc O

dico, sin

uno linito -

conjunte -

intuí einnlfí

1

upo no tiene
n 'O'-C.

er clenonto

rlr en tcr'iinow

lirio

lo nnyor yencrolidod en lo

pr lo pue es

cono t ru c t i ve s

r

cien por.-, 11:

bien orden.odv

tOy

Cío. en los

o

O

^ y superir desdo el ónpulr.

.orit.-'.éticoy

clósicop del trad

por su vipon-

icionpj. puinto a-

dc buena ordeno

.u.dGlwS no

xic.no de P'om^ y re

cion.

0 C G o do lo ñipótosis
C?'
lO

c2. P.oro Construir T ha

onpuojo definiond:

sido nocecari dobili-

tar el 1
' un univors.i de p)rwpiodadcs
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P(x) r;uo contiene

ij G í-l. o 3 loe

r

s ;)rG],düclr.do rjuG l.oe sntisfr.CGn

dc^s usuíoLiontc inducti

portonocon nuostro

C!

núi'ioros nrdurxlos, 11

Go prcpiodp,dGs

Gtisfocuri lo, c-.;ndicidi de C

Giles5 tadjión

c:u.c cUiiplon c..n le

ion fundmcntelm

wL ü/

Estves.
miivGrsc -

por^^uG

de, id
definición Id) pero, r-

e nuüstr

condición do

o-,

-

r;

iortoiiGco''-Ld;

universo Irs

dcfinicic'n e)

,e 1

propied

les jiiisnes que

sueli'icnt o induct iv'

en une Icctur^,

'dos

nte distint.eijCJ <~i

C «O u-l'-y

7 iii’icdi.et;

do le definición dedo

‘ ct

eiente se aijrecie, -

pere P(x) pertene-

siqpiifice c;ue le cons-

GUO

cient e nuostr> Estouniverso.

„..odel.'.

do Inducción iletenetice

del conjunto de 1

vj

truccióñ del referido

el Princinio

ít
-st "líderd " presupone q_uG

se cunple per.e nés

pr-i^pied

Evidicnte lojitc, esiriisiio,

d o D indu ctives

do ciue leso
K_*

OS nú loros neturoles.

esunir puo les llniedes

seticfecen E) presupone que

propie de

- el Cvuijunto -

vecio os finit O e

c3. Tentó de le■,ú condiciones de construcción -

l'ro^ puesto

I los trrdiej.vs de Ercnfouclit

del nodclo "nu-stenderd" cono del re-lor en,.'

ultedc .1
o

cjuo efirne le. exis

nodelos "no-steiiderd"toncie '^0 el nonos
de cerdine

no-stenderd" tiene
lid 'I

so deduce puo tou.j

un subcnijunt

n",turelo s.

nodel ?í

el .ion c s propios isenorfo con el de los

c o.'.' 10 del cnun c i edniínoro iiSi, iisno del Piin
kj

cipio do Inducción líete, ntice

n"turelcs os el níni.no ;

, irotensión de " n.c los exi..-.

so sipuG ruc el conjunt

ndelo do Peono
/•

de 1 ci núicji C'.
• O

9

entonces t;d" íes de Peen^ no

t"n leo estructures lue los setisfecen debe ser tone.-

podríei c^n preceuci:iioa, qiues

estructures

cuel puo.do s..r c, rr^diored,. c n

nos lucp

no.

j.nnGerDo que no e.goten

3 neyorus pue Ivis n^turelosolenente le
lo

:d Ci

erpuiontos porteñoque

o

c4, oi considorexiüs le deinstr-ción do Prosbur



89

:cr (1929) y 1 rcGultal do \Icji en el sentido deos n'
^ o

^.:ue los rxionns de Peojo. sin lOü enunciados rj_uo cstodole

con Ins definiciones recursivas de adición y riultiplioa -

a

. r

ciünj sc,n conplotos y docidibleSj entonces nos encontra-

uos ente la lepítjoa poeilDilidad de afirr'nr r;_oic los neLi£

:ias de Pc-'n.) si agotan el concepto do núicro natural, d£

bido a puc esto concepto puedo censidorarse definido sa-

tisfact.riajacnto pv..r Zl., Z2. y Z3. (o, si so profiere

con la nis. 'a validez puedo rocurrirso a la versión de Hal

nos). En ofocte, parece cj_uc el concepto de miauro natu

ral '.pueda a.sí a.getado p)Orr uo so dotemina un si3te:'ea en

el cual toda afir:iación os probable o rcfoitablo nedianto
/

un prcuedii'.icnto do donostración efectivo. La idoa fre

cuente de rpic el teorena do Godol prueba puc un fomalis

no no a.gota el concepto de núiiero na,tural resulta clara.-

í

nentc debilitada debido a pue osto toorena os válido pa

ra la aritnótica fomalizada, este os

do Perno nás Ir

nultiplicación.

pana, los mi o.'vas

dcfinicionos rocursivas do audición y

ConsGcucntojnntc, puodarírn en suspenso

?

o

ciertas protonsimes neo-platónicas respecto a la ontolo

gín, del niíiaero natural.

da.d do los mionas do Poan

Do otra ponte, la no-cr.tegcrici

'janoce no tenor ony^r rolo-

aplcción, ralo podrir, cor Ir. pxpiedad -

nás inport.anto^ para decidir si un sistona. fonaal agota o

no un concepto.

vancia respecto do su co.n

c5. La presencia do nodolos 'ho-standard

la aritrLotico., en otra.s p,alabras

de Z, plantea uno. situad

en la lógica pro

II

I3ara

pona los siete oniono.s

po.rccidr. o. lo. puo se prcoluce

)

icional cuand se c...nstru5ren nodolos

Esto, si

los
X-

trivalentes c en general n-valentcs

tuo.ción conoist

para n_^,3<.
en nuo cierta tmtologías de lo. 1.-n

•10 a
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jpro^'üeicicnn,! Cüii irj.tcr];)ro1;r.ci;5ii

Ons en un noOolo trivnlcnto, t-.l

clol tercio üxcluiao, In dcnooiinna

iiuln corro SI’, onc?.i ente ni x'-rincipio ele no

silo nlpunos ojonpl^s del nodcl^.

per Ncwton Dn Cootn en Qn tlio tlicory

systcj

■bivnlonto yn

ol c.ns

e Loje de Poirce

contrrxlicciJnj -

trivn -

Swn vnlL

del principio

In for

os v_-

9

ote.,

lente propuesto

inconsistont forn,nl

citnrpor

of
I

EjC: .píos

los cálculos

i-''.ilnrcs p)uodcn

yn clásicos ele lu

de ln,S -

n’S • O
o

cncontrnrso o T so rovisr

knsiovics y Post.

tnutclc':íon’

d i s.ninu c i án ^jro pre s ivn

notnlDle o, nodido.

De imnern

nc-st nndnrd" n

■er.es en Ins intorprotncionos

do 1;

o.ritncticve rjue o.fir

";uc están entre n y n'

serio verdadero de nuestro

Est.n

se lince náskj

uo mnontn, . In'“i

n-vnlcnci;o del

truccián do :

istoro ál.o
cj

con In cono'-
O PJl- 9

nodolos it

orccon tecrorns ouo

clásicns
s^n verdr y.

pcrc' puG

n..-stniidnrd", tul os -

n CLIC ol conjun-

vncío, ol cunl,

conjunte Z,

,n
nc ■ n ven

ol cnsv. del to.^rerin

to do nií leros

per eje.oplo, n

O'

loros .1

el ffC;k-/..

OSV'O J.

GS

V..'

/

c6.

cito considernr rué

nento definido sin los

cío 11 y -uo

tuyo uno ]_!ruübn

nnturol, cnt.dices

Piri.nl. lent o 1 se considernrn
o

ue no os DiO

el nújeoro nnturnl pued

oxicrncivn'iOG d

en censecuoncin ol te.-reri

or pxlocundncu
O

suan y aultiplien

de Godol si consti

oncepto do núaero

ni aonoG

aás puo el concox.^to -

todo

r1

l'UG Z no rc'e -tn ol c

cnlen doo posibiliclndos
o

Ln

priacrn, ouo ln, nritaoticn

de niíncrc. nnturnl

de Peono y o

-lee

c;uc puede ser i

es

r los rocic.ions

intuid án do Dcdokiii

±-

yrxccc riia fue lnso.

y- lo.■'IG G.anlnero c;

ontos, fue olav.s} o

ponuino nuter de?
/

IwS nzio. ins "" educe dcse.oyin se
1 .

u corto, n Keferstoin.

f crinlis'-^'

o

Lnkj

epundn es •r^uü el concodc-r ouc un

P-r^^UG Cv.nducir n uj.i pl-

um, oojicGjicián x^l-tonicn

ci
kj

no npotn un

c...iiCGpto nc. tiene
• cdn Sj lo' O!, no

ser -uo proviaocnte se OlSIUIO delx

concepto.
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CONCIUSIONES

El Principio de Inducción Matemática es necesario pa

m el doso-x'rollo do las teorías lópicas j raeta,lógi-

casj pues es una proposición indispensable pa,ra lo. _

demostro.ción de tanto teoremas como i'ietatGorcma.s c[uo

no podrían ser establecidos sin su ayuda. Consecuen

te.acntGj al menos la. noción de prueba .meta,teóricaj -

X)ara ser completa., debe nocGsa.riomicnte incluir la. po_

sibilidad do obtener una, proioosición por lo que pod£

mos llcUiien, en este contexto, medios inductivos.

1.

f 5

r.plica.ción del Principio de Inducción IJatemática

en cualquier ranonanionto demostra.tivo presupone la

e comporta como su con

La2,

va.lidGz del Ilodus Ponens que o

ásimisrao, ;uiedan descartadas las

pretcnsiones de forma.lizar la. a.ritmetica. usando lógicas

c«

dicien necesarias

como es el caso delque prescindan del IJodus Ponens

sistema do Herbrand, Lo mismo puede a.firmarse do NJ

uprime en elley NK de G-entzcn cuando se

da. regla, do inferencia..

la referio CJ
OO

la validez del Principio de Inducción Ifetemática. no

composicionalmentc justifica.ble como la del Modus

que es una. ta.utología. fácilmente dccidible -

Esto principio es una. postulación que no

puede ser considcra.da, con el mismo estatuto que 1

proposiciones lógicamontG válida.s y que se

porque es no cosaria:, para el de

tica, formalizada y de la lógica, en toda su plonitud.

3.

es

Ponen o
o

como tal.

a.s

justifica,

sa.rrollo de la. aritme-

E1 Principio do Inducción Matemática pa.rGce ser una.

proposición no estrictamente demostrable dentro do -

4.
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la aritmctica foiajializacLp.

clon SG iiagc?. desdo nociones

so del estilo de Peano

río. de les conjuntóse

ya sea, que lo. axiomatiza, -

primitivas

o dentro del iiiarco de la too-

Decimos que no e

?

corao en el co.1

j

cstx’ictojnen-o

te domostrallo en el sentido do que su deriva !ilida,d

presupone un¿T, hipótesi que a su vez es deduciblo del

Principio do Inducción Mateinática manteniendo las

O

otras como constantes,

punto de vist

Dicha hipótesis, que desdo el

lógico resulta equivalente al. Principio
o

Cu

de Inducción llatema'tica

denacióno

os el principio de buena or-

ta equivalencia parecería confinaar la -

intuición de Henri Poincaró quien sostuvo aue toda.

1

m

pretendida demostración del Principio de Inducción Me.

temática sería en gran medida,

dría una hipótesi

circular puc presupono5

equivo,lente oIC

5« Dentro del marco do la. teoría, de les conjunto c»

es po-O

sible reducir los apciomas de Peano no solamente a

tres, como lo han hecho Ha.lmo y Henlcin entre otro

esta reducción pue

solamente con -

o oo
k->

y

sino que parece funda.do pensar que

de llevarse efecto ha.sta. queda.mo r'
UJ

el Principio de Inducción Matemática más la

ción de la.

postulci-

oxistencia del conjunto de lo

ntondido como el conjunto que tiene como ele

a cero y a. todos sus sucesores.

cj numero s na.-O

tunales,

mentó r-

6, El doscaarollo d

conjuntos demanda la

e la aritmctica desde la teoría de los

dcaiostración del Teorema de la -

recursión para garantizar la existencia de 1 fuñeioClS

nes recursivas de adición y multiplicaci

que la demostración do esto

pone al principio do Inducción

este ca.GO, en la

. ^
r\ ri

. '...<0.1 3 En tanto

teorema, es inductiva,

Materiá.tica., también en

la.s funciones

C!eo

base del desarrollo dos
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recursivc^G. Es claro quG en lo deso.rrolloc;

do la a-oKJ O

rit'néticca forn:ializada, que no presuponen la teoría de

el Principio de Inducción Matenática no sóconjuntos ^

lo es condición

suficiente

nccesorio sino tanbión e

para legitimar la

condicióno
o

definición- de funcio

ne recur iivase

7. Lo oiXioraas de Poano son categóricos en general

intorpeta el PrincixDio de In -

do tal mrjiora

en la, sucesión de los nújaero

o
no

si

no solajoente cuando

d u c c i ón I lat eiaát i c a

trusos"

so

que no se admito tt
in

naturales. ElO

3 i st orna Z
expuesto en 4.2, para la aritmóti

está sometido

que lo imioonon el teorciiia

los omlomas de

ca formalizada, tar/poco es categórico y

a, las limitacionesasimismo

do inco.-a acción de Gódel,

¡strictO;

:tdii sujetos

Peono en -

proposiciones Zl, Z2 y

al teorema do Gódel ojites

sentido

Z3j no

nado

esto os, 1 I—» (-1

os
mencio

istema completo y dccidi-

deduce do la demostra -

Por tonto estos resulta -

incompleción de

jporque constit-'iyon un

ble como lo señala

ci
o

\7ang y^

Gsburgor (1929).

se

ción do

dos parecen indica:

Gódel 0;,fectoL

Pr

que el t cor orno, de

fund aaoiit alment o

que al concepto do número on sentido

da la aritmética más

estricto.

b. Existen dos entidos

uno, for ializonión

fundo, on lo,

'^ación de una teoría lo

en los quo
o

puedo

no aqota un concepto.

o,firao,r quo

El primoro -

incomplGción de una formal!

kj
so

se no cosario.

suf i c i cnt e:mciit o

gando on la no catogoricidad do una

Z_J

rica y el so-

fcrnulización por

do un
quo impido

concepto.

expresar los as-

Sin omlongo

lentes como lo monos

cGCtos diferenciales

sentidos

on la sección 4.1

iLo o

no son oquiva

y 4.2,

o

visa o
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auncjue la incoiapleción implica la no-catogoricidadj

la no-catcgoricidad no implica, la incompleción.

pues
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inte el capítulo

Aires, 1965) Ee,

segundo

tuicioni smo ma,t ejaít ico.

Ínter e_

obro el in
sa

o
tw)

CAIBnlP, PUDOLE? Introduction to Syiibolic Logic and its

applicaAions

(Dover Publications,
1958)

Inc, Lew York,

COHEK, L. y EL TCI-; G. ? The structuro of tlie real numbor

(D. Van Nostrand Cor.ipany,
Ne?/ Yerscy).

Inc, 1963, -

Contieno la deaostranión

del Principio do buena ordenación a -

partir del PrinciiDio de Inducción Mate

mática, p, 29,

COPI, IPVING, Symbolic Logic

(The iicMilIan Company, Nev/ York, 1967)

CUPEY, p-
/> r’v-

uj EEYd, POBSP'Ti Lójgica

(Ed. léenos

lo segundo

ducción.

1 i
cojii 'inatoria

ii'ia,drid, 1967) Ver capítu-

socción B, Técnicas de In-

Se distinguen tre

inducción en Epitooría

o.

j

conceptos

o Meta.tooría^

b

de
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El ciuinto poGtulr:.do

de con el concepto c.

tumi.

de Peano coinci-

Inducción na-

lidro fundej:aenta,lincntoEste

dedicado a la lógica de la

versión loiiiMa

cst;
con-

y sus ulteriores desa

rrollos en raateria de elininción

variable en la lógico,

dos.

de

de los predica

DA COSli KEWTONI On tile theory of inconsistent forml

s.ysteras

‘■I

(l'Totrc Dc-ne Journrl of Pormal Logic,
V,nuoi 4 octubre de 1974, India

no.) .■i.unc.uo esto tro.bo.jo no está direc

touQonte relacionado

to. tesis

vol.

con el toma de c_s

mencio

iin sistoiia inte

un modelo trivalente.

sin cjabo.rgo lo hemo

nado en 4.4 porg ue O"

7 O

'.nte po.ro.re so

DEIEEl^^ llICII/JIDj Letterto Keforstoin

(Publicodo.
i

Trd.

en ProE Prego to Gódel.

do^ Stofan Bauor-Mojigolberg y -

Existe uno. versión inglesaHao Wojig.

p±'*ovio., g_uc no traduce algxinos deto.-

dobida cxclusivojjiento pJL profe-

uicn on 1954 consiguió per

miso de la Univorsidod de Góttingen -
para publicarla.

lies,

sor v/an

DELOPG, HOWAxíD; profile al Mntñcmatmal Logic

(Addison-,¥esloy Publioiii

1970)

ing Compotny, -
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PITZPATPlICrr

PT o• o • ^ To G-odel Via Babel

(Mind, vol. L)D[V, num .299, julio ]966)

PZSGB GOTTLOB,° Estudio sobro SGinánticao
y o

(Ed.árielj Barcelona

ción de U.Moulines.

1971)Traduc-

Contiene, entro

otros trabajos, ol prólogo a Las lo-

"5

fundamental do la aritmóticyes O Q
V-/ kj

EB-dCrE, GOTTLOB^ Eundojnonto _ do la ojritiaótica

Barcelona, 1972) 'Trad.de

contieno un prólo

go do Mosterín y un estudio de Clau

ri

(Ed. lais

Ulisos Moulinos
j

dio Imbert.

Pü?iL;J! , August o 5 La lógica do la deducción natural

(Ed. del .autor, Córdoba, I

1965).

sistema

Lrgontina

un estudio sobrio do los

j

ii;S

NJ, NK, LJ y LK de Gcntzcai.
a

HjJJTCB,
TJ •

ÜL? Eaive set thoory-L

(D. Von Nostrsnd Compony, New York

1964) Ver GSi;

f

ncicalmente las seccio

12 y 18 q_uo contienen Ion demos

tracionos de los teoremas de la

cursion y de la rocursión trnnsfini

ne <ri
o

re

ta.

fN, LEOI'Ti On -.tiiGmatica.1 Inducction

(;nrtículo publicado en rusc_.

t omat i che sko e Prove sliclieni e

1959) La versión utilizada

trabo.jo os la inglesaoparecida

iUierican Matliomatical Monthly en 1963.

en Ma-

No 6,

en este

}

on
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HERBR^, JBCQUESi InvG st igat iciis in pxocf tlicory; The

of trúe liropositions.proportiGs

(Publicado en Ig, antologi

PrGA’G to G5del

j ü G Cü ^

da y coLiontadaj

editcBa

Ediclone

Prca

;

por van Hcijenoort, Jean,

de Harvard Univarsity -

ar^, CajiiPridgc, Massachusotts^ 196?)
antología cubre loa

CJ
o

Esta
trabajos -

publicadasiLiportantes en Lógicana. a

entre 1879 y 1931. Contiene 46 tra^

bajo escrito originalmente en 7 -

soloinente 5 de ellos no

oIwl

lenguas y

iion sido incluidos on su integridad,

y comentarios -Colaboran con notao

Quine j Lre.ben y Hao Wan.

c?

Este artículo de Herbrrnd es el ca

pítulo V do su t

dida

is dictcral defenO Q
V-» O

n la Corbona on 1930.

ducción es de Dreb

La. tra

n y van Hoijencart.
r\

On the consisteney of antiimetic

(Publicado Prora Erogo to Gbdol.en

Tra,ducción de

HILBERT, D y ICEEIÍIÍINF W. Elementos

van Heijenoort.

do Lógica Teórica

Léenos ,3,1., Madrid, 1962)(Ed.

ILITTSOPP, LOEIS 0. Empirical clements in ma,tiioraa/Giciaas'

proof ci

(International Logic Review, N°4,197L)
pp. 191 - 201.

KLEENE, STSPI-ISTT» ífctemaaüica,! Logicj

(Joim Wiley & Sons, Inc. York,1967)
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» On 'fch.G principie of oxcluded miáflgKOLGOI'DIlOy, .'jidrci N • ?

(Contenido on From Pre^o to Codel.)

El Eirtículo se puTolico en

ido traducidoruso , en 1925 y tía

por van Heijenoort con el permiso

C3

del a,utor.

Introducción g. l;a filosofía de lo.

matemática,

(Siglo Veintiuno Editores S.;..,

xlco 1967).

KOPITER, STEPtLd'i j

He

LdCEY, HQGH y JOSEPH5 G-EOPPPIIY? ^at tíio Godel formula
-

says.

Volo LtDIVII, nuiii. 305, ene?

ro, 1968)

Understordirg Symlolic Logic

(Harper & Row Publisiiors, New York,

1970).

IliSSEY, ger;..,LD;

Lógica matemática GlomcntalILtTESj BENSON1

Madrid, 1971)(Ed. T e cno sI
j

Introduction to Matliematical Logic.HSNDELSON, ELLIOTT5

(Do Van Nostrcjio. Comporxy, ine, To-

onto, 1966).X

miro QUESi'DRfPRxRTCISCO i La objeción do Riegor y el liorizoi-

te de lo, Ontologia Matomátic ÍTI
Cu •

(Crític

ico)

vol, II num, 5. 1968, Mén

•\7

Teoría o.xiomático. de los conjunto

(.Iriel, Barcelona, 1971),
tudio serio soLro la axiomatiaa.cion

MDSTERIN, JESUSA
O
O «

un e^Es
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de la teoría do loe conjunto don-C!
O

tro do una tooría de priner orden

que uso. las roglo.-^ formuladas por

ol autor en Lógica, de prinor

o

rden.

Presenta la teoría do lo

naturales dentro do la do los ordi

no.los como el c

númerosO

o poi-rticular de

finitos.

D O

los ordina,! Se demues

tran como teororaas los cinco tra -

dicionalos ooLiomo.s do Peono con la

limit,ación Cxue

ción 3.5.

es

ñalamos en la secCl

lógica do Primer Orden

(iriclj Boncolonaj 1970)

PAGEL, E y PEM t; w » La prucLa de Godol.

(Cuadernos filosóficos do la Univer

sidad ;ntón¿.ijia do México, 1964).

PIVEP, IVIP; Niíneros raciono.los o irro.ciono.les.

(Puandon Hou -Editor! od No mían. Oa. -cj o

li. Sin fecha de edición. El texto

es do 1961). Con

tiene un diseño elemental do algunas

d orno st ron i one ^

original en ingles

solore teoría de núric

y Cantor.

O

ros dobidous a Elidide c;
o

PEdTO, GIUSEPPS; iMic principios of arithnetic, pros-

sented by a new nethod.

(Publicado en Prom Pre¿ge to Gb'dol.

ta. ver-

i,cic y do la

parte 1 del libro original. La^

tos 2,4,5 y 6 han sido roproducidac

trad. de van Hoijcnoort).

sien consiste 6-cl nrefa

Es

o

par-
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Sí5lo parcin-lncnte

tido ol desarrolle do lo

G ha oni-pUGS
o
KJ

teorema^.c;o

poirc:jie KENHY? Pilosofia de la Ciencha.

ilcxlcoj 1964). Es una so1g£
cion do textos debido, a Eli de Gor

tari,

Ultino

(UNilí j

pensoniontoC! C!O O O

(Espa I Calpc 1946)-US e etv.' c;.

poly;., GEOitGE ^ TJo.tejiáticas y razonojiicnto plausiblo

(Ed. léenos S.P. Madrid, 1966),

ospeoioi.lricnte .,1 co,pítulo septiLio.

Los priiiieroG co,p£tuloG contienen -

Ver

una cxcolenae distincidn entre con

jeturo, inductiva en natcnática y d£
mostración por inducción mo/cemática.

QUINE, WILLEED V. OldOí^ Set theory ant its lo^ic

(iho Belloicap Pro Harvard Uni- -ss

versity Press, Cambridge, liaos

etts, 1971).

aclm-

O

ROBBIN, JOEl Wí Mriit ornat i c al Lo gi c a first cour

(V.Ql, Bonjoj-oin, Inc. New York, 196.')Vr

alC5[?).VI. Lógica de segundo ordonjon

el quo .'oe dsa. una prueba do categorici

dad de la aritmética para sus fuH--

Q.O
i.

nodcls.

RUS3E1L BEPTRINBI Introducción 1:: filosofía matc.mán

tica.

(Editorial Losada, 1945).Bs.Es. 7
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S1CRIST.it, tLRTJSL; Introducción a Ir, 1 dgica y al aaiá-

1ÍGÍ3 fominl.

(Id. -Triol, Barcclcna, 1964)

SKOLEII, THOILTLF^ Tho foTuuda-ti ons of ele.üiontary /J^iti -

no tic eatalolinliod by noaais of tho

rocursivo modo of thouglit

of appojont variall

inf ini t o d oriain

(Contonido on

El artículo üio

to on 1923 y lia

Stcfan Bauer-IIcngolbcrg).

without

o ranging over

V-) •

Eren Erogo to Gddcl,

publicado originalnen

sido treuducido por

STUTL GIROLE 5 Elc-Qonto do la 101alógica y inotama-
Oy kj 1:.

tcnatica.

(Ed. Univorsita:
' /

Cliilo, 1964) o

la S,1 Santiago do• 5

STOlYlRja Introduction te Elei • 1'"*
uat-honati-• 5 mon~cary

ca,l logicaY.

(Tilo llasaachu

logy Pro

edición original on

etts Instituto of Toclino

soachusetts, 1970), Su
/

ruso es do 1965 ).

la Lógica Siaibólica,.

Moni-

O
o

lara Q
kJ o

7

SUPPjTS P.TTRICKI Introducción a.?

(Corapaiíía

co, 1966).

i Editorir.l Continental,

WILL, ROEERT I Introduction te natlieaiati co.l Limnií
‘ ■ I ■ ,cp

tic

(Pronticc Hall Inc.

Conputors. and Set

rubliáliing Coapany, New YorS:,

o

1^1

kP

ew Jersey, 1072)y

RING Lógicj
JL Q

O •

(Chelsca
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1970), Ver ol capítulo IV, The aao-

natization of t-rithiaetic y el capí

tulo IL'CLVj oome foriiial dotails on
r

En 1procicative oet tlioorio

aparece la carta de Dedeldn^

Cí
pa-ci.ij ít

gina 73

ant o cito.da., en la vención

cdlo de rosprnCualDilidad de Vcjig.

a Ci uo c s

\"/íIITEHE;J) y RUSSELL^ Prir,cipia I.Iatñejuat i ca

(OojTlridgc Univcrcit^A Press, londre

1968) En voluiaen consultado p3^:’a este

estudio es el pri.aero de la. edición

en tres tomo

a

Ci
o c
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