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INTRODUCCION

FEri la 1l%7ica y en las matematicas hay dos tipos de problemas en
cuanto sc reficre a su solucidn: 1os que admiten alguna solucidn y
los que no admiten ninguna. Los problemas del primer tipo, en cuanto
se refierc a la manera de resolverlos, se dividen a su vez, en dos =
clases: probiema para los cuales existen x&todos de soluci’n mecdnica
e infalible, y problemas para los cuales no existen tales métodos.

De este modo, por una parte, existen en las légica y en las mabemdti-
cag, cierto tipo de problemas cuya solucidn no depende de ningﬁn fac
tor subjebivo del investigador, tales comd, la agudez o 1la ingeniosi=-
dad, sino, depencen entera y dnicamente de algin método que consiste-
en un ndmer> minimo posible de reglas muy precisas, que aplicadas co-
rrectamente & un determinado tipo de problemas, siempre conduce a una
respuesta afirmativa o negativa, cn un tiempo minimo posiblec. Tales-
métodos reciben cl nombre de "procedimiento decisorio", "método efec-
tivo"o "algoritmo", y a los problemas para los cuales existen tales -
métodos, se les conoce con el nombre de problemas decidibles, ¥y de

otro modo, se dice que son indecidibles. Por otra parte, para todo -

problema decidible, dado un procedimiento decisorio, siempre es posi-
ble construir un mébtodo equivalente o variante de dicho procedimiento
¥, por tanto, para todo problema decidible existe cuando menos mAs de

.’ .
una solucion equivalente.

El propSsito de la presente tesis -si es gae no estd errada- uno-
eg.otra cosa qu la Je ofrecor una variznte o equivalento 2% ¢ tales
métodos efectivos existentes para cierto tipo de problemas en la légi
cas Es deecir, 1o que se pretende, dc una manera modesta y sencilla ,
es simplemente, ofrecer un procedimiento decisorio para la resolucidn
de la validez lﬁgica de flrmulas cuantificacionales monddicas de la
Idgica de Primer Orden. No se podria hacer mis en este respecto en -
1la 15gica, pues, desde que A. Church sent’ de una vez por todas su fa
mosa tesis, al parecer cualquier otra camino o posibilidad original -
ha quedado totalmente cerrada definitivamente. En este sentido, lo =
que dice G. Hunter, hablando acerca de cuestiones andlogas cs también
valido para el presente caso:"...I belicve that the logician’s most -
urgen tasks at present lie the field .f nomestandord logic"(1l) es bas

tante acertado.



II

La estructura expositiva de la presente tesis es como sigue.
Consta de dos partes. En la primera parte, por un lado, sc presenta
a las reglas decisorias para las firmulas cuantificacionales monddi-
cas de la Ldogica de Primer Orden, y un nimer> suficiente de ejemplos
sobre la aplicaci’n de cada una de dichas reglas; por otr> lado, se-
presenta cierta aclaracidn terminongica, y conforme se va avanzando
con la expasiciSn a las reglas, se¢ presenta la definicidn de ciertos
conceptos bésicos, necesarios para la comprensidn de esta primera =
parte, y que ademds, algunas de cllas serdn usados a 1o largo de to-
da la tesis. En la segunda parte se presenta a la fundamentacidn de
las reglas Jdecisorias presentadas en la primera parte. Ello consis~
te, en la demostracidn de seis teoremas correspondientes a las seis~
formas bésicas a las que se reduce toda firmula cuantificacional de

la Légica de Primer Orden.

Ciertas ideas y sugestiones que encaminaron al graduands a coqg
truir el procedimiento decisorios propuestos en esta tesis tienen dos-
fuentes de origen. Primero, en los elementales pero s35lidos conoei-
mientos recibidos por el graduands cuando era alumno del cursd> de -
Ligica I, debido a la atencidn especial que se presta a los procedi
mientos decisorios en dicha asignatura, y a las sugestiones recibi==
das de la lectura de la tesis doctoral del Dr. J. Be Ferro. Segundq
ciertas ideas debidas al intento de investigar por el graduand> el -
problema de la imposibilidad de dccidir la validez de f3rmulas cuan-
tificadas (nicamente con el auxilis de los métodos proposicionales,a
raiz de ciertas sugestiones del procedimiento decisorio de .V0o. =
Quine (2)., Por su puesto, que es preciso reconocer también, que los
conocimientos y demds sugerencias provenientes de los otros profeso-
res de ngica y disciplinas afines, constituyeron una base necesaria
para el labor del graduando, sin el concurs> de los cuales, no se hu

biera podids hacer nada.

R e ]

(1) Hunter, Geoffrey. METALOGIC. An Introduction to the Metatheo-
ry of Stardard First-Order-Logic. Macmillan, London, 1971.

(22 Quine, Willard V. 0. Los Métodos de la Lgica. Ariel, Barcelo
{ na, 1959.
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Es preeiso, pues, insistir que 1o se pretende en la prescnte te-
sis, es simplemente, demostrar guc cl método propuesto en ella, es -
decisorio para el tiro de f3rmulas indicalas hace un moments. Por 1o
tanto, toda la suerte del graduands lcpcn&eré Onicamente, de si es, o

. . 7/
no es decisoris tal metodo.



PRIMERA PARTE

REGLAS DECISORIAS PARA LAS FORMUIAS CUANTIFICACIONALES MONA~

DICAS DE IA LOGICA DE PRIMER OURDEN



le~ REGLAS DECISORIAS PARA TAS FORMULAS BASICAS

Una £357nuls monddica bisico de la Sgica de Primer Orden e€s =
una formula dela forma QIAl,...,QnAn,l =z 1 = n, donde cada Qi
es o un (x) o un (Ex), y A; no contiene ningln cuantificador ni =
variable individual alguna que no sea la que aparezca €n Qi s ni al
gﬁn signo de igualdad. De este modo, una fdrmula basica €s, O una

firmula universal, > una férmula existencia, o una serie finita de
formulas universales, > una seric finita de firmulas existenciales
o una combinacidn finita de firmulas universales y existenciales,

coligadas entre si por conectivas proposicionalese. Ademﬁs, dentro
o fuera de algin operando Ai puede aparecer una O mds letras propl

sicionales.

Antes de presentar las reglas deccisorias para este tipo de =

fSrmulas, ¢S necesario explicar brevemente el significados de cicr-
tas expresiones téenicas que se usardn en 1o sucesivo a 15 largs -
de esta tcsis. Aungque la maworia Jc cstas expresiones son ya has-
tante conocidas en la literature légica, no seria por demds acla==
rar 1o que ellos significan en este contexto.
a) Al hablar acerca de un Qi cualquiera, en lugar de usar las -
expresiones "cunntificadwr universal" o "cuantificador existencial
usaremos simplcmente las expresiones abreviadas "U-cuantificador'y
"BE-cuantificador", respectivamente.

o

. ’
b) Al hablar accrca de una QIAi cualquicra, esto es, de una Lore-
» 5 ’ .
mula basica, en lugar de usar las expresiones "formula universal''s
s 4 3 > . >
“"formula existencia", emplearemos las cxpresiones abreviadas "U- =

b4 Vol % .
formula" y "E-firmula", respectivamente.

¢) Al hablar acerca de un operands (o matriz) A; cualquicra, cn
lugar de cmplear les exprésiones "operando de una firmula univere--
sal"” u "operandso de una firmula cxistencial®, emplearemos las ex==
presiones abreviadas "U-operands" y "E-operandol, respectivamentes

Finalmente,

d) Al hablar acerca de esquemas constitufdas por letras predica-
dos (con o sin subfndices) y conectivas proposicionales,resultan~-
tes de borrar a los cuantificadores y variables individuales,en -
formulas bisicas, en lugar de usar las cxpresiones "esquema de una
formula existencial,usaremos las cxpresiones abreviadas "Mi-esque-

ma" y "E~esquemn', respectivamente. ¥ ademis, a estos
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Ahjra si, presentar-s a las reglas decisorias para las fﬁrqg
las basicas.
RB. Sea S una firmula cuantificacional monddica de la Lﬁgica de Pri--
mer orden, ccrrala y bdsica, sin sirnos de igualdad, con letras propd
sicionales » sin ellas. Para determinar la validez de esta firmula,
elim{nese previamente a todas las conectivas "-s", " =", cte., sus-

tituyendo por sus equivalente correspon’ientes, hasta relucir a otra-

’ & - 2 b . i B
. formula equivalente S, tal que égta ultima exhiba Gnicamente las co=-

. . & . .
nectivas "v', "." y/o "<") internaln esta Qltima. Ahora bien, -

o # & <i. 5 . .
una vez conseguida S, esta tendra cualesquiera de las siguientes for

mas s
Ts (x) A] yeveae, (%) Ay
II. (Ex) By yseveey (Ex) By
TIL. (%) Ay 5evensy (x) Ay' (Ex) By ,.T.,.,(Ex)

es decir, una serie finita de U-f3rmulas, o una serie Tinita de E—fig
mulas, o de ambas a las vez, donde m y n son enteros positivos finiee.
tos arbitrarios. Las reglas para decidir la validez de cada una de -
estas firaulas asi reducidas son las sisulentes:

S
Rj. 81 8' es de la forma (X)A1 yeessy(x) Ay

(1) si el nlmer> de 1los U-cuantificadores es 1, birrese simple-
mentc al U-cuantificador y a las variables individuales y, luego
deterafnes. veritativo-funcionalmente la validez del esquena S'P
resultante.

(2) si el nlmer> de 1os U-cuantificad:res es <. 2, birrese a todos

los U-cuantificadores y variables individuales ¥, luego, adscrfbase -

un mismo subindics a todas las letras predicados de cada U-esquema Ai
distinto & otr Ai’ y finalmente, determinese veritativo-funcional--
mente la validez dél esquema S. resultante.

R. 8i 8%es de la forma (Ex)Bl,....,(Ex)Bn, bérrese a todos los i ~E-

cuantificadores y variables individuales, y luego determinese verita=-

tivo-funcionalmente la validez del esquema Sg resultante.

R3. Si S%es de la forma (E)Al,...,(x)Aﬂ,(Ex)Bl,...,(Ex)Bn:



A) Siel nimers de 1os U-cuantificadores es «f;; l: se procedec en -

forma idéntica al R2.

B) Si el nlners de los U-cuantificadores es = 2, pracédase sucesi
vamente comd sigue:

(1) Siempre que se considere conveniente y sea posible, para ma-
yor simplicidad, redizcase el nlmero de los U- y.B-cuantifi-
cadores empleando las equivalencias (x)Ajeees.(x)Ay Fa——
G(ALevvreihn) ¥ (BB cewv (Bx) By« o (Ex) -
(BLV eeseseVvBn)e “

(2) Hillese la forma normal conjuntiva, tomando a cada U- y E- -
firmula en bloque como si fueran simples letras proposiciona
les.,

(3) Birrese que todos los cuantificadores y variables in’ividuaw
les y, luego:

(3.1) En cada miembro de la FNC, que contenga la disyuncidn-
de U= y E- esquemas, si el niner> de 1los U-esquemnas es;EELZ,
sustitlyase a cada E-esquema Bji por la disyunci’n de =m miem-
bros Bj VessoeoVByy ¥y, luezo a todas las letras predicados-
de cada par de firmulas (Ai, Bii) adsceribase un mismo subig
dice, usand> un subindice Jistinto para cada par que dJdifiera
en el U~componente. De otro modo, si el nlmers de 1os U-es-
quemas es fﬁi_ 1, procélasc cn forma similar a A).

(3.2) En 1os demds miembrss de la FNc; procédase sinplemente
conforme a Ry o R2, segﬁn sea ¢l caso. En la préctica todo=-
el pasn(ﬁ)se efectia sinultancanente de un modo,.n cunlesqude
ra de las formas I - IIT de S', ésta serd 1-vdlida sss su -

esquema S'p correspondiente es tadtalfgic&nente valido.



ALGUNOS EJEMPLOS DE LA APLICACTON DE ESTAS REGIAS

EJEMPLO SOTRE_Li FORMA I.

(@2}

(1) e (%) (Fx.Gx.-«-},.f}'/;) o (Bx) Hxe === . (x) (HxvFx)
~ (~x) (F:{.GX.—-«—}_.GX). (Ex)Hx) v (x) (HxvFx)

(x) (Fx.Gx. ) .Gx) v~ (Ex)Hg. v. (x) (HxFx)
(x) (=~ (Fx.Gx)vax) v (x)=~Hx. -v. (x) (HxvFx)

S (x) (v fxv~Gxvix) v (x)~Hx. v. (x) (HxvFx)

m= 3

(~Fy Vi1 v 1) v Hp. v, (H3 VE3)

Lo
3 es valida.

(2) S (Ex) (FxverHx) | (BEx) (49Gx.Dx) -==2p- . (x) (FxvDx)
~{{Ex) (Fxv-Hx) . (Ex) (;‘GX.DX))V (x) (FxvDx)
~(Bx) (Fxv Hx) v~ (Ex) (~Gx.Dx) « v . (%) (FxvDx)
(x) ~ (Fxv~Hx) v (x)~ (~Gx,Dx) .v. (x) (FxvDx)
s (x) (~Fx.Hx)v (x) (Gxve-Dx) .v. (%) (FxvDx)

m= 3:

(vFy .Hy) v (% v~Dp) v (F3 v D3)

F1 VG2 v ~.Dp VF3 VD3 H3VGp VDo VF3 VD3

s .
g n> s valila

(3) S (Ex) (FX =~==d Hx,V.E% wmm=? GX) o (Ex) -~ Fx.
(Fx o ===y o HxvEy)
A @x) (FX wmmm) HX0 VW FX == Gx) o (Bx)~Fx))v (x)
(Fxommmep HxvFx) - _
~(Ex) (FxX =—=> Bx.v.Fx ~==-=3 Gx) v~(£x) ~ Fx.v. (%)

> (x)

(FX vmmm=> o Hxvlx) _
(X) ~ (FX =mm=y Hx (v FX ===y Ox) v (%) Fx v (%)
(Fx . > JHxvFx)
(%) (~(Fx > Hx) o ~ (FX === Gx)}v (x) Fx.v.
(x) (Fx . > . HxvFx) |

S (x) (Fx «~Hx. Fx .~ 0x) v (x)Fx v (x)( FxvHxVFx)

nE 3¢

S'p (Fy «~Hy - #G1) VF2 .v. (~F 3 VHz VF 3)

T

’ -
S es valida.



(L)

(5)

EJEMPIOS

(EBx) Fxv (Ex) Giv (Ex) HX em——} . (x) (FxvGxvHx)
~(Ex) Fxv (Ex) Gxv (Exr) Hx)} v (%) (FxvGxvHx)
< (Bx) FX o we (Bx) Cx o~ (Bx)Hx ov. (x) (FarvGeHx)
S () Fxo (X))o Gxe (x)mOx ov. (x) (FPxvGxvEx)
m= Ly
S i FL e G M3 ove (F oy VG VH) )
~F VE L VG, VH), e GVE, v, VH, .~ oy VE) VG V),

93]

/ .
S nos eg valida,

(Ex) (Fx.Gxe HxuDx) o ——) . (x) Fxv (%) ~ Gxv (%)
~Hxv (x) Dx

~(Ex) (Fx.Gx.Hx.Dx) ov. (x) Fxv (x)~ Gxv (x).-< Hxv
(x) Dx ,

(%) ~ (Fx.Gx.Hx.Dx) .v. (x) Fxv (x)~ Gxv (x) ~ Hxv
(x) Dx

S (%) (~ Fxv ~ Gxver ievee D) ove . (x) Frv (2) o~y (x)
~Hxv (x) Dx

Wz B

n

/

S | (MFy voeGy viully vooDg) Wv. ~G3 VEp v ~HyvD;

5

4 .
S ns es yalida

SOBRE LA FORMA II.

(1)

S (x) (Fx ====) Gx), (x) (FxvHx). (x)(Hx sy Fx)
o === . (BEx) (Fx.Gx)
~((x) (Fx > Gx) . (%) (FxvHx) . (x) (Hx ———p> Fx)

v (Ex) (Fx . Gx)
2 (x) (Fx ===y Gx) v~(x) (FxvHx) V o (%) (Bxmmemm Fx)
(Bx) 4 (Fx =mm=> Gx) v (Fx) ~ (FxvHx)v(Ex) ~ (Hx - 7 Fx)
Ve (Ex) (Fx.Gx) »
s’ (Ex) (Fx «~Gx) v (Bx) (- Fx., Hx) v (Ex) (Hx < Fx)
Ve (Ex) (Fx.Gx) , o
(F o e G)v(mF cml) v (H o ~F) v, (F.@) .
Conmse y Asdc. ¢ } .
((F .pt®) v (Fa0))v((m T o eH)) v( mF. )
Haciendo lz oper. inversa de la distrib.: Distr:
(F e GVG) Vv (~F oo HVH)

n
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TVl o FvaeHVH o oGVEG v~ F o o~ GvCya HVH

S es vdlida
(2) S () (FxoGx) o (%) (Hxv ~ Fx) + ——p . (Ex)

(CxvHXV -+ Fx)
(%) (Fx.Gx)o(x) (Hxv ~ Fx)) v (Bx) (GxvHxv..Fx)
(%) (Fx o Ox) vpe(x) (Hxv—-TFx) ov. (Ex) (GxvHxv~Fx)
(Ex),(Fx « Gx} v (Ex)~ (Hxv~Fx) ov. (Ex)’
(GxvHXV - FX)

s’ (Ex) (~FxvarGx) v (Bx) (~Hx.Fx) .v. (Ex)
(GxvHXV < FX) o
sp (o FvasG) v (~H% F) ov. (CvHv -F)
v~ GvEvGVHY, . F
S es vilida
(y Cy N T
(3) S (%) (FxvGxvHX) o (X) (-~ Hxvow GX) am===r o+ (Ex)(Fx.~Hx.
i) | o
et () (PxvGxvHx ) o (%) (-~ Hxc ~Gx)) v (Ex) (Fx.. . Hxe~
Gx) ‘ , . ,
e (%) (PxvGxvHx ) v (x) (~Hxv.-Gx) ve (Ex) (Fx.~Hx.
~ Gx) o
(Ex) o (FxvGxvHx) v (Ex) ~ (~Hxv--Gx) ov. (Ex)
(Fxo e Hxe ~ GX)
;

S (Ex) (~FX o ~G%e ~Hx) v (BEx) (HX.Gx).v. {(Ex)
(Fxe~—~HX. ,~GX) . . ‘
S (~ FomGy ~H)v(HeG) ove (Fo ~He~G)
(-wHer Gem T)v(~eHe ~G:F) v (H G)
(wHowG) o« (~F v ) ov. (H.G)
T
(~ He.~G) v (H.G)
HVH « ~HvG. ~GVH. ~GVG

Lo
S no es valida



(W)
(5) 3
SI
Sl
»
(6) B
SI
P
(7) S

(x) (FxvHxV .~ Gx) ---/ . (Bx) Fxv (Ex) Hxv (Tﬂv)NGx
e (%) (FPxvHXV~GX) Ve (EX)F}’V(EX)I{XV(E )~ Gz

(Ex) pr (FxvHxv~~Gx) v (Bx) Fxv (Bx) Hxv (Ex).-Gx
(BEx) (~ Fx. Hx.Gx) .v. (Ex) Fxv (Ex) Hxv (Ex)~0Gx
(~F . ~% .~G) vF vHv ~G
w GVEVHV A 5

Lo o
S es valida

(x)(Gx HX) o (%) ~Fxe (%) o Tx o=, o(Ex)(Gx.Hz.
~Fx, -oTx) _ , .
~( (%) (GxoHx) o (%) e Fxo (V) ~Tx) oo (Ex) (GX Hx o~ FX,~TX)
o (%) (GxoHX )V s (32) o Fxxv o (%) o Txe ¥ o (Ex)(Gx.Hxe ~~
FX o~ TX) o
(Bx) o (Cx.Hx) v (Ex) Fxv (Bx) Txeve (Bx)(GX.HX. ~
Fx. Tx) ,
(Ex)(~Gxv ~ Hx) v (Ex) Fxv (Ex) Tx .v. (Bx) (Gx.
e o FEs s TX)
(~s Gv ~H) vBVT.v,. (¢ Ko o Fe o~ T)
e GV ay HJF\ITVW T

S es valida

() (Hx mmmsy AX) & (%) (AX ~memp OX) o ===e> . (Ex)
(Hx ===y Cx)

e (%) (Hx wmm> 03) 0 (%) (AX === Cx)) v (Ex)(Hx= Cx)
(%) (HX mmmr> 1iX ’.gf:.c)(,\x m—— (%) oV, (Ex)(x-5Cx)
(Ex) ~(Hx ==m=> AX)V(Ex) as (AX «mm=y Cx) ov. (Bx)
(HX om—=y Cx) .

(Ex) (Hx «~Ax) v (BEx) (8x o ~Cx) ov. (Ex) (~HxvCx)

(H o) v (he v @) ove (o H.C)

HvAv~,HvC
S es valida
(%) (Mx.Rx. Y e ~Tx) o (%) (MXeRXe ===y .Px)

o === . (Bx)(Mx. Px, .. Tx)

~— ((X) (Mx.Rx., > o Tx) o (x)(MxeRxs =——=% .Px)
v (Ex) (Mx.Px,.Tx) o .

v (%) (MXoRXs === o0 Tx) v, (%) (MXeRXe =~=—> .PX)
Vo (Ex) (MxoPx.a Tx)




(Ex)o (MK RXy mmmyo ~Tx) v (BEx) (McoeRx o ——> PX)
o (Ex) (MxePxo . Tx).

S', (Ex) (MX.RxoTxX) v (Mx.RXe~ PX) oVa (Ex)(Mx Px.~ Tx)
(M.R.T) v (MsRe~P) ove (M.Po .T)
((M.R.T)v (MeRe ~P) ) v (MePs . T)

(M.R) o (TvP) ove (MePa . T) ,
((MeR) v (MePe~T)) o (Tve P) v (MePy ~T)
((M.R) v (M.P. _T)) o (Tv.PVM)
(M.R) . (Tv.,Pvm)eve (MePe~T) o (Tv.. PvM)
A{MR) v (MoPorT)
(MvM) « (Mv..T) « (MvP) . (RvM) o (RVE) . (Rv .. T)

P o
S no ¢s valida.

She (%) (Rrmm— o Mx( ()0 oy RvMx o () s Re — o
(Ex)(ay Pxv  Mx)
~ ((2)(Rx —> v Mx)o (x)(Px. ___.}stva).(x)y
r Rx)e —3 o (Ex)( ~ Pxv o Mx )
W (%) (BX ey M2)V v (%) (PXe —> JRXVMX)V A (%)
o Txive (Bx)( e Pxv as Mx) _
(Bx) o (RX ——> ~ Mx)v(Ex) n/ (Pxe «RxvMx ) v(Ex)
(Rxove (Ex)( & Pxv A~ Mx)
(Ex) (RxoMx) v(Ex) (Pxe s Mx)v(Ex)Rxave (Ex) ( vPxvasMx)

(RB)V(Pe #s Foo 2y M) VRaVe( as PV pu M)

b
ao MVRVA, PV 0 M
3 no es valida
. R . : .
(9) s (%) (Fxo —3 «Ox. WwHx) o (x) (Gx—3Dx)e 3 .
(Ex) (Fx.Dx) |
o ((2)(Fxe —3 oG v Hx) o (x)(Gx — Dx))v
(Ex) (Fx.Dx)
o (x)(Fx. —> W02 & Hx) v e (%) (Gx —3 Dx) v,
(Ex) (Fx.Dx) ,
(Ex) po (FXe ceo3e0x. awHx) v (Ex) ~s (Gx —Dx)
oVe (Bx) (Fx.Dx)
(Ex) ~{piPEeoveltomix) ¥ v (Bx) a (s GxvDx)
Ve (Bx) (FxvDx) |

(Ex) (Fx. o (Gxv w0 Hx))v(Ex)(Gxe r~ Dx).v.(Ex)(FxvDx)
S (Ex) (Fx. & GxvHx)v(Ex) (Gxe e Dx)ove (Ex) (FxvDx)
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(Fo avGVH) (Go D) ove (FVD)

((F « vGvH) v (GenD)) v (F.D)

((FvG) . (Fv~eD) o (~FVHVG) o (~ GVHv D))
(FvGvF) + (Fv..D vF) . (Fver DVD)
( ~v GVHVGVF) . (v GvHVGVD). {~ GVHV~ DVF) ,{
( s GVHV ~+ DVD)

o &
S n» es valida

(2)(WxDx) o (%) (~rHXe V%) o memed o (BEx) (0% o )

(Dx.Hx))

(%) (WxaDx) o () (~Hxe 1)) ove (Ex) (~ Uixve(Dx.

Hx)) _ _

A () (WxaDX) Var (%) (Hxe o V%) e (Bx)(~ v ~ (DxoHxX)

(Ex)ewr (WxaDx) v (Ex)as ( ~Hx. ~2¥x) ove (Ex)(~Ixv~Dx

v HX)

(Ex) (v~ Dx) v (Ex)(HxvWix).v. (Ex)( ~ v ~Dxv ~Hx)
(~Wv s D)v(HVT) ove (~ Wy ~Dv~H)

Y PR
s es valida

SOBRE LA FORMA III

(1)

(2)

() (M =mmz v Px) 0 (x) (Hx == M) o y0 () (Hx

e ae 129! .

e (%) (M =D ~ Px) o (%) (Hx =—Mx)) v (x)(Hx

s s PX) o

o (%) (M mmmsy o Px) Vo (%) (HE =y Mx) ove (%)

(HX wmasy o Px)

(Ex) - (Mg =wmed o Px) v (Ex) ~ (Hx-

(HX wmesd ~ Px) o

(Ex) (Mx.Px) v (Ex)(HXeerMx) oV (x) (~ HxvPx)
. P2)v G M v (~Hv-P)

o
S es valida

> Mx) v. (%)

(%) (Dx ~=—wr Cx) o (Ex)(AXeDX)om==—> o (Ex)(Ax.Cx)
oo () (DX === Cx) » (Ex)(Ax.Dx))v(Ex) (Ax,Cx)
~(x) (Dx === Cx) Ve (Bx) (AXaDx) v (Ex) (ax.Cx)
(Ex) .~ (Dx ==3Cx) v (%) v (AxeDx)eve (Ex) (Ax, Cx)
(Ex)( Dxa ~Cx) v (x)(~Axve. Dx).v. (Ex) (Ax. Cx)

(Po ~C) v (« v D) v (4.0)
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Cv Av DvC

’ .
S es valida

(Ex)(ex.Ax) « (Ex)(Dx.Ax) . >« (Ex)(fx.Dx)

~»((Ex)Cx.Ax). (Ex)(Dx.Ax)) v (Ex)(Cx.Dx)

w (Bx)(CxoAx) v ~ (Ex)(Dx.Ax).v. (Ex)(Cx.Dx)

(x) ~(CxoAX) v (x)(Dx,A%) ov. (Ex)(Cx.Dx)

S (x) (v CxvehAx) v (x)(~ Dxv<rAx).v. (Ex)(Cx.Dx)
2 B

<l (mEqvah )V( ~ND VA A )v(¢ -Dy v (c,v

~ C v-vA v ND v~A vD, vC

1 1 271 72
S no es vilida.

(4) S (x) ((FxvSx) — (Ixa1x)) — (x)(Fx —Ix)

ro (%) ((Pxvsx) —y (Ix.Wx) v (%) (Fx 5 Ix)

(Ex) ea ((FxvSx)y (Ix.1x)) v (x)(Fx—Ix)

(Ex) ((FxvSx) + m (Ixa¥x)) v (%) (Fx3Ix)
S (Ex)((FxvSx) . (~Ixvix)) v (x) (e~ FxvIx)
(FvS) o (eIv~W) v. («wFvI)
FvSVa VI m Iv o Wi wFvi

7 . o
S es wvalida

(3)

02

D, )

(5) S (x)((AxvBx) 5 (M™x.Dx)). (%) ((exvEx) —s ((Fxv,. Gx)
- Hx)) « . (%) (Ax 5 (Fx—y Hx)).
~ ((x)((AxvBx) —s (xDx)) . (x)((CxvEx) = ((Fxvix)
> Hx))pv (x) (Ax (Fx ->H))
#2 (x)((AxvBx) —s (0x.Dx)) v.. (x)((CxvEx) -3 ((FxG
X)— Hx)) .v. (2 )(A<——,-(FX~—>HX)
(Ex) ~ ((AxvBx) —. (CxDx)) v (Ex) - ((CxvEx) .y ((Fx
vGx) » Hx)Y ¥ (x)(Ax —(Fx — Hx)) '
(Ex) ((AxvBx) + = (Cx.Dx)) v (Ex)((CxvEx) . ~y ((Fxvi
X)—3 Hx)) .v. (x)(Ax—, (Fx'Hx))
s’ (Ex) ((AxvBx) . (e CxveDx)) v (Ex)((@xvEx).((Fxvex)
~HX)) Wve (%) (N AXV FxvHX)) _
g’ , ((AvB)+ (e D)) v ((CVvE) o ((FvG) o o H
Vs (rg)AvNFVH). ’
((AvB).(~Cv wD))v ((CVE) . (Fv3) , ) v
(~ Av e FVH)
((AvB) , (~Cv D)) v ((CVEV AV a BVH) o (FVGV e AVl
vH) )



(6)

(7)
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(AVBVCVEV., Avpd FVH) (AVBVFvGva’Ave/FVH) . ( Cv

~DVOVEVee Av@FVH) . (~CV ~DVF¥Gvas AvuFVH)

5

S €3 valida

(Bx) Hxo (Ex)roHx oy (Ex_)(Hx.,,, Hx)
m(( Ex) Hx o (Ex) m Hx) v (Ex) (Hx .~.Hx)
w0 (EX) HXovVow(Ex)(Hz, «1x)
(%) ~r Hxveo (%)l v, (Ix) (Hxo ~Hx)
SHVE e (oK) v O L)
i lHlVH2 1 2 2

&, .
S ns es valida

() (Dx — wWx) (x)(ox —5 W) . (x)(Px — Dy
(x)(Px ——y & 0OX)
A ((x)(Dx a~Tx) . (x)(0x<—§.wx) e (x)(Px—y Dx))
v (x)(Px —y w 0x)
o (%) (Dx — o) v . (%) (0 =y W)V~ (x)(Px —; Dx)
Ve (%)(PX ~—3w~0x)
(Ex) as (Dxemy -0 7%) v (Ex) o (0x——3 %) v (Ex) A (Px
—3 Dx) v, (x)(Px—3r0x) ,
(Ex)(Dx.vx) v (Bx) (0x, v Wx) v (Bx)(Px. msDx) .v.
(¢ Pxv s 0x%) i
(Bvi) v (0 «p #) v (B .~D) .v. (me Pves Q)
WYO Vi DV e PV 500

b -
S cs valida.

() (Ax -5 Mx) , (x)(Hx - Ax) . — o (x) (Hx —y Mx)
((x)(Ax-—y 1) o (x)(Hx — Ax)) v (x) (Hx — Mx)
(x) (Ax-— Mx) v 0 () (Hx =3 Ax) ove (x)(x = Mx)
(Bx) (Ax >Mx) v (Ex)w (Hx-—3 Ax) .v. (x) (Hx - Mx)
(Bx) (Ax. ~wMx) v (Ex) (Hxe s Ax) ove (x)( ~HxvMx)
(Aewh) v (o o d) o v (o HVM)

A~ AY L HM

2y
S es valida,




(9)

4

S
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(Bx) (FxoeSx) — (x)(mt—y Wx) o (Bx)(Mxe o V%) o o
(x)(Fx — ~ Sx) ,

ro ((Ex)(Fx.8x) oy (%) (Mx — Wx) o {BEx)(Mx. »0 V) )v
(%) (Fx ——3 ~ Sx) |

ar ((Ex)(Fx.Sx) oy (8)(Mx ws WK).ve o (Ex)(Mxon Wx)

vy (x)(Fx =3 ~.8x) |

(Ex) (Fxe8%) em{x)(Mx—s %) ove (X) ~ (Mx .o ¥x)

ive (%) (Fx =3, Sx)

(Bx)(Fx.8x) o (Bx) s (Mx —s "%) ov. (%) ( ar Mxviix)

svi (x)(Fx — os8%) ‘

(Ex)(F.8x) o (Bx)(Mbcs wWx) ove (x)(r~ Mevitx) sv: (x)

{ ¢2 Fxv re SX)

(Ex)(Fx.8x) v (x){(as Mxviix) v (x)(~ Fxv o Sx) o (Bx)(Mx. o~ i) v

(Fl .8

(10)

v (F, .
(<A

o

7

w0

(x)( 1o Mxvlix) v (x)(reFxv ~ Sx)
S v S v (¥ vy . o~ T
2) v (e P, Ve Dl) ( szrg) (N& / ”i) v
i Npa >
( ru L \l) v ( B, V™ 52)
[ v Y N
Dl e Sl ald l'\ 1

7/ o
S es valida

(x)(Gx — Hx) o+ (Bx)(Fx.Gx) ¢ — « (Bx)(Fx. o/Hx)
r (%) (Cx-—= pwIx) o (Bx)(Fx.Gx)) v (Ex)(Fx. s Hx)
mi (%) (CX =3 s 30) 7V me (Bx)(FxeGx) ove (Ex)(Fxon Hx)
(Ex) o (Gx—ywHx) v ()m (Fx.Gx) ov. (Ex)(Fx.~Hx)
(Ex)(Gx.Hx) v (%) (~ Fxv.,.Gx) v. (Bx)(Fx. ~ Hx)
(d.H) v (mFvwG) v (F o ~H)
H re T A0 Gl s H

g es valida



2. REGLAS DECISORIAS PARA LAS FORMULAS TNO BASICAS

Antes de prescribir las reglas decisorias para este tipo
de férmulas, previamente las dividiremos en Cos clases: férmulas -~
complejas y fdrmmlas en forma norral prenexa y, trataremos de defl -
Airlas o cada. una con l& mayor' claridad yp rigor posible. Cabe advers
biy aqui, que esth Gistineidn de dos clases ue 7brmulas no bésiecas -

es puramente metodoldgica.

I. FORMULAS COMPLEJAS

Una fhrrula compleja monddica es aquella férmula de la for-

ma lel...

bien un "(Ex)", fi'7£ xjpara iz j, y A ademlds de contener cuando ne

Qéanﬂ 1 < i< n, donde cada Q% es o bien un "(x)" o -

7

7

nos una ocurrencia de ey contiene también cuando menos un cuantifi-
cador. Hablando de un modo mis simple y a la vez general, fdrmule =
compleja monddica es aquella férmula cuantificada que ademis de com -
prender (nicamente letras predicativas monédicas en su operando, com-
prenden ademds cuando menos a una cuantificacidn también de letras -
predicativas monddicas.

Ahora bien, toda férmula monddica compleja Sl es reductible
a otra férmula equivalente bésica S°. Por tanto, una férmula monddis

ca compleja S, serf ldgicamente vAlida (nicamente si hay otra férmu-

1
la equivalente b&sica S8°. El método para reducir a cualquier fdrmula

monédica compleja Sl a otra equivalente bdsica S’es como sigue:

Sea n (n = 1) el nfimero de cuantificadores que no sean finicamente -
los de su propio operando. Para reducir a una férmula Sl que contie~
ne a estos n cuantificadores a una férmula equivalente bdsica S’es su
ficiente con proceder sucesivamente de acuerdo a las siguientes re -
glas:
1.~ Hallar yna firmula equivalente S eliminando a todas las conecti-
vas "—=> ", "&Z—>>", etec., mediante definiciones, a fin de que apa-
rezcan Gnicamente "v", "." y/o "~"  internada esta (ltima.
2.~ Empleando lan siguientes equivalencias cuantas veces sea necesa-
ria

(1) AV(K)FX;<2§%§> . (%) (AvFx)

) A (2)Fxe<z=>> (x) (A.Fx)

(3) Av(Ex)Fx. ::%>,(Ex)(Ava)



(4) A. (Bx) Fx.&=>. (Bx) (A.Fx)
internar a todss los n cuantificadores empezand> por el orden ninimo,
es decir, por el cuantificador cuy> operands comprenda el ninimo nﬁmg
r> de cuantificadores, hasta conseguir internar progresivamente a to-
dos 1os demds cuantificadores. De este modo, una vez internada el -
cuantificador Ce orden n, sy (v por tant>, S) se habrd reducilc a una
firmula BAsica equivalente, pers aln falta modificar un detalle en es
ta firmula asi conseguida, la cual se hard en el sipguiente paso.
Es preciso indicar que, la Gnica restriceci’n al uso de las equivalen-
cias (1) - (4) es gue x no debe estar lilre en A, aunque en prescnte-
caso esta indicacidn es casi por lemﬁs, ya que en esta reducci’n se -
parte de una firmula cerrala.
3.- Unificar a tcdas las variables individuales, de tal modo que, S'
n> exhiba mas que un sdlo tipos Je variable individual.
Y.~ Una vez conseguida S' de estc mo(s, para saber si Sy es 1-valida
es suficicnte con aplicar a S' cualesquiera de las reglas R1-R3,

d
segun sea el caso.

ALGUNOS EJEMFLOS SOBRE IA APLICACIUN DE ESTAS REGLAS

(1) 5y (Ey) (%) (Fx-Cy) =3 (x) (Ey) (Fx - Gy)
(Eym(Fx_m) v (x)(By) (Fx =3 Gy)
(:f)(EX) (Fx = Gy) v (x)(Ey)(Fx— Gy)

(3) (Ex) (Fx. nsGy) v (x)(Ey) (e FxvGy)

() ((Bx)(Fx, n Gy) v (mFxv  (Ey)Gy)

(Ex)FX. (¥)a: Gy .ve (x):+Fxv (By) Gx Unificands
s’ (Ex)Fx. (Bx)mGx.v.e (%) v Fxv (Bx)Gx las varia-
(Ex)Fxv(x)n Fxv . 8x) Gx.(x)~Gxv(x) - bles: Ha-
~ Fxv (Ex) Gx 1lands su
A)p r o BPVG . ~ :rl VW F2VL11'V'G FIIC:
Sl cs valida
(2) 8 (Ex) (Ey) ((FxvCy) Hy) -5 (x) (y) (Fyvax)

ro (Bx)(Ey) ((FxvGy) Hy) v (x)(y)(FyvGx)
(x)(y)ms ((FxvGy) Hy) v (x) (y)(Fyvex)

() (v) (n(Fxviy) “as Hy) v (x)(y)(Fy Gx)

() () ((~ Fxu w0y) vrHy) v (x)(y) (Fyvex)
() (¥) (~ Fxv Hy. .o Gyv plly) v (x)(y) (FyvCr)



() (B i) () Gyv ) ) v () v ()G
(%) 2 Fxv(y) wHyo (y) ( eGyv ~Hy)eve (y)Fyv(x)Gx

s’ (x) ewFxv(x) & Hxo () ( v Gov Hx)eve (x)Fxv()Gx
‘ Voo oo o (i s
sp e BV oo L, ( 63v H3)vFqu5
Sl no ¢s vilida.
(3) =N ~(Ey) (Fy — (x)Fx) = (By)(Fy —y(x)Fx)

(0 (By)(Fy — (2)Fx)) v (Ey)(Fy —, (x)Fx)
(Ex) (-~ Fyv{x)Fxv(By) ( ~¢ Fyv(x)Fx)
(Ey) = Fyv(x)Fxove (By) oo Fyv(x)Fx

S; (Ex) .. Fxv(x)Fx.ve (Bx) -« Fxv(x)Fx Simplifie
Lnl'
(Ex) - Fxv(x)Fx St
FvF
il
Sl es vélida

(%) 81 () ((Bxo¥x)— ((v) ((Yy+Dy) -+ By) 3Rx))
(x)( oo (BxeY)v(~(3yv (Yy+By)vRy)vRx))
(2) ((~ Bxv o ¥x)v((By) -~ ( ~Yy.By)vRy)vRx))
(%) ((~eBxv ~« ¥x)v((By) ((Yy4DBy)vRy)vEx))
(x) (( ~DBxv o YvRx)v(Ey) (YyeByeveRy))
(x) (o Bxv s YxvRz)V(EY) (Yye By viRy)

s’ (%) ( e BXV s YoovRx ) v(Ex) (YX 4 BXo VERX)
s; (Bv s YVR) v (YeBeveR)
Sl es validd.
(5) 5, () (((0xePx) —y (CxvMx)) —3 (Ey)((Cy.Py)v(Ez)
(MzvPz))) : '
(x) (= ( ~s (OxePx)v(Caviix) )v(Ey) ((Cra Py )v(Ez)
(MzvPz))) '

(%) (((0xePx)e ., (Cxviix) ) v(Ey) ((Cy.By)v(Ez) (MzvPZ)))
(%) ((0%ePx) o ( #4 Cxy0Mx) )v(Ey) (CyoPy)v(Ez) (MzvPz)

ol (%) ((0%ePx) e ( 4o Cxe o 1ix) ) v(Ex) (Gxo Px)v(Ex)
(VxvPx) . _
M o) e 20)) v (R (M)
S no es valido |

1



(7)

(o]

€]

Le -

() (S iTx) —= ((#)( " o> Ty) =y Fxx))
() ( o (80a18) v (49 () (v WyeEy) 77H))
() (o 07, W) v (7). (o yvEy) V)
(x) ((ee Sxv i) v ((27)  (Wy. wFy) vFx))
(2)((~ sxvr Tevix) v (By)(Wy o 8 Fy))
(x) (r SxVA WxvEX) v (By) (Wys ~ Fy)
() (w sxv e iberPx) v (Ex) (e ~ Fx)

(~ SV WE) V (Hers F)

A SV e NIV T

. Vd -
S ce valida

(Bx) (By) ((FxvGy) .Jy) —(x) (v) (FyvGx)

ro (Bx)(FrvGy).Hy) v (x)(y)(FyvGx)

(2) (7))~ (FxvGy) .1y) v(x)(y)(Fyvex)

(=) (v) (» (FxvGy) v, Ty) v (x)(y) (FyvGx)

(x)(¥) ((r Fxe oGy) vauHy) v (x)(y) (FyvGx)

(x) (y)((~ Fxvaily) o (wGyv Hy)) v (%) (y) (Fyvox)
(x) ((¥) (w0 Foxv oo Hy) o (7)(w Gyve Hy) v () ()7

yvGx)
(D Fxv Hwy) . (v) ( Gyv  Hy) . ()((y)
{ryiox) e

() (~ Fev () Hy) + (v) (v Gyvw Hy) ove (y) Fyv(x)

Gx _ o

(x) w Fxv(y) wiye (v)(~ Gyvw Hy)ov. (y)Fyv(z)ax

(x) w Fxxv () m Hx, (3) (02w Hx) o Ve () Frv () G
» F'l'v,. Hy. w0, Yy Ve B VG,

N Fl V s 1‘12""f.t‘ N VG5 . A GBVN HBVF“-VG5

P
S n> es valida
1

() ((Txeax) —3((By) (Gy+Cy) 5 8%))

(%) (m(TxeAx) v (0 (Ey) (Gy.Cy) vSx))

() ((v Txvw ax) v ((y)e (Gy.Cy) vBx))
() ((~ TxvmAx) v ((v)(~GyrmCy)  8x))
() ((w v mAx) v ((y) (v GyvaCy)) )
(x)(~ Tavetxvez) v (v (s Gyvs o)

(=) (~ Txxv o~ Axvsz) v (52) (v Gxv e Cx)
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(~ Tlv"’AlVSl) v (N GV C2)

Sl no es valida

(9) 5, (x) (Mx = ((v) (Py3Vy)s Mx))
(%) (o Mxv (i (y) (v PyvVy ) viix) )
(x) (= Mxv((By) w (~DPyvVy) vMx))
() (s My ((By) (By o ~ Vy) . VMx))
(y)((hi MxvMx) v (Ev)(Dy -NVY))
(%) (o Mxviix) v (Ey) (Pye ~Vy)
(x) (~ Mxviix) v (Ex)(Px. s Vx)
(M) v (Permgmms?)
. _

‘ o
Sl es valida

n

(10) N (x) ((Px, () (Px — ~e Rx) )5 (v) (Py - Hx))

(x)( ~e (Pxe(2) (s~ D2V wRx)) v (¥)( ~Pyvix))

(%) ((~ Pxv ~(2) (~Dzv,.Rx)) v (y) (-~ Pyvix))
(x) ((w Pxv(Ez) ~ (s Pzv wBx)) v (y)(~ Pyvix))
(%) ((sPxv (Bz)(PzRx)) v (y) (e~ Pyvix))
(%) ((e Pxeve (Bz) PzeRx) v (y)~ Pyvix)

(x) (( ~PxvHx.v. (Ez)Pz.Rx) v (¥)wPy)

(x) (( ~ PzvHxv(Ez)Pz. ~PxvHXVRX) v (¥)~ DY)
(x) (~PxvHxv(Ez)Pz. ~PxvHxvRx) v (y)~Py.

(x) (~ PxvHxv(Ez)Pz) + (%) (e PxvHxvRX) ove (¥)
r Py : .
(x)(~ Pxviix) v (Bz)Pz.(x) (e~ PxvixvRx) «v. (V)

e Py . L
(x)(~PxvHx) v (BEx) Px. (x) (~ PxVHXVRX).V.
(x)rv Px ;
(%) (~ Pxvix) v (Ex)Pxv (x) ~ Px. (x)(a~PxviHxv
Rx) v (x)w~Px )

(~P) Vi) "B VB, TR, (B le )

/\"P2

(03]

Sl no es vé'lida.
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IT. FORMAS NORMALES PRENEXAS

Se dice que una f5rmula, digamos Sl, estd en forma normal -
prenexa, cuands 57 es de la forma Oy %7 ... Q, X, donde cada Q1 x5 -
es o "(x)" o "(Ex)", xi # x5 v A contiene cuando menos una ocurren
cia de cada x4 y en contraste a las FArmulas complejas A no contiene-
ningin cuantificad»>r. Por tanto, una forma normal prenexa es aquella
firmula que consiste en una secuencia de cuantificadores - llamads -
"prefijo" - ceguida inmediatamente de una f5rmula abierta -llamada -

"matriz'.

. ’ M
Ahora bien, dada una firmula cualquiera, en forma normal pre
nexa, hay dos maneras diferentes lc determinar su validez de acuerdo-
al algoritmo propuesto en la presente tesis: directamente, o redu---
. 52 L s . - -
ciendo a una formula basica equivalente.
- q.. . ﬁ’
A) Las reglas para determinar dircctamente la validez de una firmula
S1 cualquiera en forma normal prenexa, son las siguientes:
(1) Eliminar de la matriz e S3, mediante definiciones conocidas

a todas las conectivas " 5", " &y - ete., de tal molo que,

LI . L
las nmicas conectivas que aparezcan cn ella sean Unicamente "v" ,

> = d b 393
"oy/s " .o ", internada esta (ltima.

(2) De acuerd> al tipo de prefijo de 81 resultante del pas> ante

o

Ha 0

rior prosigase como sigue:

T
a) Si el prefijo de 81 cstd inbtegrads Unicamentec por U= cuan

tificadores, birrese al prefij> y apliquesc la regla Rl
identificand> a cada U-operandc por su variable indivi--

dual.

-
(5
~

Si el prefijo de Sq estd integrado Unieamente por E~cuan

tificadores, birrese al prefijo y apliquese la regla R

a su matriz.

c) Si el prefijo de S1 estd integrado por U- y E-cuantifica
dores, birrese al prefijs y hdllese la FNC de la matriz-
(siempre que en el prefijo el nimer> de los U-cuantifica
dores sea .Z“ 2, ¥ fnicamente en ese caso), y apl{quese-
la regla R3, identificando a cada operando por su varia-
ble individual.,

B) Para determinar la validez de Sy reluciendo a otra firmula equiva

4 . . .
lente basica S', es suficiente con aplicar el métods de reduceidn



de férmulas complejas a férmulas bisicas - ya que S

- 20 -

no es mas
1.

un tipo de fdrimla no bfsica- prescrita en la primera parte de -

esta seccidn.

ALGUNOS EJEMPLOS DE LA APLICACION DE ESTAS REGIAS

DE ACUERDO AL PRIMER METODO.

(1) s,
(3) 5,
(k) 8,

(52) () ( (Fx.Gx) s F,)

(B2) (v) (~v (Fx.Gx)vEy)

(F=) (y) (o~ Fxvew GxvFy)
NJFv o GVF

Sl es vélida.

(E2) (y) (z) (Bu) (Fx.~ Gy. V.~ FzvGu)
Borrando el prefijo y hallando la FNC:
Foved FzvGu. oo Gyv auFzGu

Fvmv/ FvG. le ~ GlVG2

Sl es vAlida.

(x) (v) (z) (u) ( (vaGy.Hy)__;; (~) Fz__~,Gu) )

(x) (v) (z) (u) (~o (FxvGy.Hy)v(FzvGu) )
() (v) (2) (u) (~~ (FxvGy)v~uHy)v(FzvGu) )
() (v) (z) (u) (((~vFx.~s Gy)vrvHy)v(FzvGu) )

(r/F oo Gg.v.rvHe)v(F3th)

1

(~VF v H L i~ Gav TL)V(EBVQ
=, o~ b

1

S

Si, patentemente no es vélido.

(Bx) (v)(Ez)(u)( (Fx.Gy) — (Fz.Gu) )
(=) (v)(Ez)(u)( ~ (Fx.Gy)v(Fz.Gu) )
() (v)(E2) (a) ( (A Fuv o Gy)v(Fz.Cu) )
( n Fxv ~JGyvEz ). ( AvFxv v GyvGu)

( Vv~ GVF). (v F Vv NleGE)

Sl no es vélida.



(5)

S

1

-2 =

(Ex) (Ey) (Ez) (Et) (Bw) (Bu) (Fx —>Gy. Gz —> Hte s Py~

-

..__}Hu)
(m~ (Fx —CGy.Gz > HE)v(~ Pwviu) )

(~ (Fx—> Gy)v ~ (Gz > HE).v. (o~ Fu
vHu) )

(Fi. Gy ) v (Gz. ~v HE )4 v, ( ~ FuvHa)
(¥. ~v G)V(# ~ H)V(~ FvH)
~ Gv ~ Hv~sFvH

Sl es vAlida.

DE _ACUERDO AL SEGUNDC METODO

(1)

°1

() (¥) (Ux _s Rx) — (Uy 5 y) )

() (¥) (ms (Ux —Ra)v( o Upvdyy) )

() (v) ( (Uxe ~ Re)v( o Uyvity) )

(=) ( (Ux ~VR)v(y) (0 Uyvity) )

() (U no Rx)v(¥) ( ~ Uyvidy) Unificando las "x’s":

(x) (Ux. ~ Rx)v(x)( ~ Uxviiz) Aplicando RL:

(Ul. NRl)v( ~ Ugng)

Sl no es vﬁlida.

() (Bz) (Lx—>( (Py.My) —= Mz) )
(x) (v) (Bz)(av Lav( ~s (Py. My)viMz) )

(<) (v) (Bz) (~ Liv( (NPYV"\/My.>VMz)) Intorngnts a
Lsg cusnbifs

(<) A Lio v () (~ Byv ~1My)v(Bz)Mz  Unificando las -

7’
"f{ SH .

() av Lz v. () (~s Pxv~v M<)v(E-)Mx  Aplicando Ry

LoV (v B,V Mz)levMa
~

S es vAlida.



(3)

(+)

(BEx) (v)(2) (Bx—y v — .Fz _, Gz)
(Bx) (y)(2)( o (Fx — Gy)v(Fz —. Gz))

(Ex) (v)(2)€ (Fz. ~v Gy )v(~ FzvGz) )
(Bx) (v)( (Fxe~sGy)v(z)( ~ FzvGz) )
(Ex) ( (y) (Fxo~v Gy)v(z) (~ FzvGz) )
(Bx) ((Fx.(y) ~v Gy)v(z)( ~ FzvGz) )
(Bx) (Fx.(y) ~ Gy)eve(z) (~/ FzvGz)
(Bx) Fx.(y) ~vCyeve(z) (~v FzvGz)

(Ex) Fx. (x) Gy (%) (7 FxvGx)
(Ex) Fxv(x) (r\/f,vax).(x) ~ Gxv(x) (~~ FxvGx)
P RG. G, v Eve,

& =

S no es valida.

(2) (B7) (2) (1) (2 o (Gyms 6)2 3 + (P2l )y (C23Tu))
(2x)(By)(2) (u) (AAGx —, (Cv__>Gy)).v.N(Pz Tz .Gz ) f(Cu—-> Tu))
(Ex)(By)(2) (1) (Gxenu (Cys Gy) ove (~ P2vauTzvesGz )v(as CuvTu))
(Bx) (By) (2) (0) (x4 (CYe v GY) oo ( ~ PrvAv Tzveu Gz )v(~CuvTu))
(Ex) (Ey) (Gxe (CyemsGy) v < (2) (W) ((~Pzv ~s Tzv ~v Gz ) v(rv CuvTa) )
(Ex) (By) (Gx. (CyemsGy) )v(z) (0) ((~Pzv mv Tzv ~~Gz)v( vy CuvTu))
(52) (Gxe (By) (CyomvGy) )vi(2) ( A PrvasTzv.. Gz)v(u) (v cuvTu))
{Ex)Gx. (By) (Cy. o~ Gy) Ve (2) (N P2varTzv A Gz)v(u) (~v CuvTu)
(Ex)Gx. (Ex) (Cxo mufix) v (x) (A~ PV ay BV s G2 ) v (%) (A Cxxv T )
(Ex)Cotv (x) (v Prv v Ty s G)v(x) ( o CxvTx). (Ex) (0 ~Cx)V
(%) (~ Pxv e~ Txv ~vGx)v(x) (~v CxvTx)
By VoV (™ Py 7 e~ Ty v 6 v e GV, ) (€ o s B )i ~o Gy )
(~v By ¢ re v Gy Yo(~ cgng)
lef,%m‘\/'i\l Plv ~ ’I’lvr\; 7-.,L‘v'r\/ CQVTQ' i~ ClVN GEVN PveaoT v

2 1 1

~ GV ~/C VT

1

S. n> es valila.
1



(5)
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(x)(Ey)(Ez) (Fx.Cx. —> -By.Gz)

(2) (Ey) (B2 ) ( ~v (Fx.Gx)v(Ty.Gz))

(x) (By) (B2)( (o~ Fxv o Gx)v(Fy.Gz) )

(x)( (~ Fxvay G:)v(Ey) (Ez)(Fy.Gz) )

(x) (~ Fxv ~ Gx)v(By) (Fy. (Ez)Gz)

() (~ Pxv ~u Gx). v, (Ty)Fy. (Ez )Gz

(%) (~ Fxv ~sGx) .7 (Bx) Fx. (Ex)Gx
(X)(r\/FXVNGX)V(E:';)FX.(X)(NFXVNGX)V(EX)GX

(~ Fv v G)VT. (v TV ae G) VG

Sl es v3lida.



3. REGLAS DECISORIAS PARA FORMULAS QUE CONTIENEN CONSTANTES iy
DIVIDUALES.

RI. Sea S una férmula cuantificacional cualquiera, monddica y cerra
da, sin signos de igualdad, con constante individuales, con o sin le
tras proposicionales, Para determinar su validez, eliminese previa-
mente de esta férmula a todas las conectivas " —> ", "<&, ete. ,
sustituyendo por sus equivalentes respectivos, hasta reducir a otra -
férmula equivalente S”tal que ésta Gltima exhiba fnicamente las conec

" 1"

"y, M y/o M ws M. como siempre, internada ésta Gltima.  Si

tivas "v",
S es una férmula no bésica basta reducirla a otra férmula equivalente
bAsica aplicando el método de reduceidn expuesto en la seccidn inme -
diata precedente. Ahora bien, una vez lograda la férmula S; esta -
tendrd cualesquiera de las siguientes formas (enumeradas siguiendo el
orden de los teoremas que fundamentan su decidibilidad en las segunda
parte de esta tesis):
I, (x)Aeeses (XA ;0 ,u e Co,

V. (Ex)Bl,...,(Ex)Bn,Ca Ca,,

l;'-.,
VI. (x)Al,...,(X)Am,(Ex)Bl,...,(Ex)Bn,Cal,...,Car

es decir, una secuencia finita de U-férmulas y férmulas predicativas-
que exhiben constantes individuales, o una secuencia finita de E-fér=-
mulas y férmulas predicativas que exhiben constantes individuales, o
una secuencia finita de U- y E-férmulas y f8rmulas predicativas que
exhiben constentes individuales. Las reglag para determinar la vali-
dez de cualguier fémula de cualesquiera dec esbas formas son las si -
gulentes: . C s ) -

Rh. Si S%es de la forma (x)Al,...,(X)Am,Cal,...,Car, bbrrese a todos
los cuantificadores, variables y constantes individuales y, luego:

(1) adscribase subindices a las letras predicados de los U-esque =

mas, conforme a la regla Rl.

(2) Empleando subindices distintos a las anteriores adscribase un -
mismo subfndice a todas las letras predicados que provengan de
borrar una misma constante individual, y subindices de distintos

a las que provengan de borrar constantes individuales distintas.



(3) S (8", cte.) serd 1-vAlido ‘nicamente, si ¢l esquemn 8, Te
sultante (e estas operaciunes es veritativo-funcionalmente vali-
dae
R5. Si 8' es ¢ la forma (Ex)Dy ......(My)Bn,Cal IR .. %
A) Si en 8' el nimero de tipos de letras constantes individuals
les es £ 1, yen (EBx)By ies1l &£ i « n. Para deter-
minar la validez de S' Lirrcse 2 todos los cuantificacdores 3
variables y constantes individuales, y determinesc veritati-
vo=-funcionalmente la valilez Jdel esquema S'P resultante.
B) S8i en ' el nlmero de tipos de letras constantes individua--
les es .= 2 y el nimerc de E~firmulas es como en A), para de
terminar la validez de S' cfcctlese sucesivamente 1os siguien
tes pasos:
1.~ HAllase la forma normal conjuntiva de S', tomando a ca-
da (Ex)Bi y Cagy en bloque, como si fueran letras propo-
sicionales. -

2.~ Determinese la valilez Jde cada miembro de lo FNC halla-
da, como sigue:
(241) 8i el miembrsy le la FNC es de la forma (Ex)BIvVe..
voov (Ex)ByvCayve..vCay (Jonde r es el cardinal le la -
variedad de tipos de letras constantes individuales), -
bdrrese a todos los cuantificadores, variables y cong==-
tantes individuales, y luego
1* sustitiyasc a cada E-cesquema Bi por la disyuncisn-

de r miembros Bil VeeooVB:
Iy
e . L .
2° adscribase un mismo subindice a todas las letras -

. 4 ’
predicados de cada par de firmulas (Bi, C) usand> un -
' N
suplndice distintc para cada par cuyo miembro ¢ provens
za de borrar una constante individual distinta,

's o » . -
3 determinese vertitativo=funcionalmente la validez-

~

del esquema S‘p resultante de estas operacicnes, . .
(2.2) Si el miembro de la FNC es de la forma CagVeseess
vCar, determinese su validez, aplicando cualquier proce

o,0ento decisorio proposicional, En 1a.préctica, una
vez hallada la FNC, 1os pasos (2.1) - (2.2) pueden efec
tuarse simultdneanente.

¢) s (8, etc.) serd 1-vilida {nicamente si el esquem S'p Teue

sultante, en cada caso es veritativo-funcionalmente vd1lido.



- D6

R6. Si 8' es de la forma (x)A7 eueees()Ay, (Bx)Bp eees (EX)B,,Ca1400

Capy efectlese sucesivaﬁente los siguientes pasos:

(l) Siempre que se considere conveniente y sea posible, redﬁzqg
se el nimero de los cuantificadores, empleando las equiva--
lencias dadas en la regla R3 con este objeto.

(2) HAllese la forma normal conjuntiva de s'.

(3) Determinese la validez de cala miembro de la FNC, como si=-
gue!

(3.1) Si el miembro de la Torma normal conjuntiva es de la
forma (X)A1Veeeosv(x)Av (Ex)Blv....vl(Ex)anCalv.....vCar,
donde my ny r son > 1, Lirrese a todos los cuantificado-
res,variables y caﬂ;E;ntes individuales, y luego:

1’ sustitlyase a cada E~esquema By por la disyuncidn de -

m + r miembros Bil VesoV s donde r es el cardinal de

L mtr

la variedad de tipos de letras constantes individuales.

2* adscribase un mismo subindice a cada par de firmulas -
(Bi C), usando un subindice distinto para cada par cuyd> =
alembro A, es distinto o cuys miembro C proviene de horrar-
una constante individual distinta.

3* Deternfnese veritativo-Tfuncionalmente la validez del «

esquema S'_ resultante Jde estas operaciones.
P P

~ & . ' .
(3.2) A los demds miembros de la FNC, apliquese simplemen-
i L4
te las reglas R1~-R5, segun sca el caso.
’ Pera ‘. .
() s (8', etes) serd 1-vdlida (ricamente si el esquema S'p re-

) " & o s o
sultante es veritativo-funcionalmente valido en cade €aso.



ALGUNOS EJEMPLOS DE LA APLICACION DE ESTAS REGLAS

SOBRE LA FORMA IV.

(1) S (Ex)( rv Mxvi). 7o Cas —3 + A/ Mn
e ((Ex)( As MxvCx). avCa)v ~ Ma
re (Ex)( aAs Mxv(x)vCa.ven Mo

(x) sy ( ~v MxVCx)VCRWV. av Ma

s’ (%) (Mxe s CX)VCa.v A M
g’ 3 v 3
55 (Ml. m~ Cl)J‘Cg... = 1,
S no cs valida.
(2) 8 P-— (Ex)(Tx.Bx).Ba. — +(Ta — P)
~ (P — (Ex)(Tx.Dx) . Ba)v(Ta — P)
(P —> (Ex) (Tx.Bx)) v~ Baeve (Ta —> P)
(o0 Pv(Ex)(Tx.Bx))vas Ba.v.(Aas TavD)
Pe ew (Ex)(Tx.Bx)v s Bouve( ~u TavP)
Po(x) o (TxeBx)v A Basve( ~s Tavp)
g’ Po(x)( gy TxveD)v sd B2uve( o TavP)
g; Po( o0 TlvBl)y Dg.v.( ~ TEVP)
v a) T, VvE) (v le-Bl)ww Bgv( L Tgvx?)
S no es vilida.
(3) S () (Hxe ) oPxvDx). ~~ Pj.v.(x)(pq Px — o/ Hx)v
NDi
g’ (x) (ot HXVPRVDX) 2 s D, oV () (PrV as HX)V o D,
Sl

o~ HlvPlle). PV, I’E.v.(PBVNﬁ3)v A D,

(e 5y vE vD) Jv(Rov i H)V D0 gy Bpv(Bovew Ho WDy

L »
S no es valida.
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(Ex) (Mcvay Bx). (Ex) (Mx. AL BX)V ~/ Ma. —> .Davas Ma

(%)

(6p]

o ((Ex) (Mxv o~ Bx)..(Ex)(I\b{.yBX)VN Ma).veBav ~s Ma
~(Ex) (Mxv ~ D) v s ((Ex) (Mxe s BX)V v Ma)ove Bav
o~ Ma
(x) ~~ (Mxv ~Dx). ";.-.(E;:)(m.w Bx).‘Ma.-v:Bo." ~ Ma
(%) ('~ Mo Bx) o o (3)s(Mxe s Bx) MazviBav ms Mo
(x)( M‘MX.BX);'V.(X)(N Mxv Bx).Ma:viBav .~ Mz
(o Ml.Bl).v.( rv'-Mngg)M:a:v:B?)v ~ My |
(~ M vew MvB, ) (~ MlvM3) «( By v~ MyvE, ). (BlvM3)
VBV Iy |
( ALYV~ Mgvngvzs&,v,u 1\43).( "y MlVM3vB3vf\iM3).(Blv
s MoVD VB v E%).(BlvM3vB3v ~ M3)

S no es valida.

(5) S Ha s (Ex)Hx.Fb f__;\(Ex)rx. 5 (x) (HxvFx)
~v (Ha _s (Ex)Hx.¥b —> (Ex) fx)v(x)(HxvFx)
~ (Hx > (Ex)Hx)v o~ (T —> (Bx)Fx).v. (x) (HxvPx)
Ha.fuﬂ(Ex)Hx.V,Fb.,\,(Ex)Fx:v;(x)(Hvax)
Hae (%) v HXe Ve Fbo (%) ~u Fxeve(x) (HxvFx)
H o ~Hyuve Fae mi By 1ve (H,SVFS)

. L]
Es muy evidente, que 8 no es vdlida.

 SOBRE LA FORMA V.,

(1) s (x)(Gx 5 Mx).Ga. —>.-Ma
~ ( (x)(Gx___;> Mx).Ga) vMa
s (%)(Gx > Mx)va~ Ga.v.Ma
(Bx) ~ (Gx —= Mx)v ~~v Ga.v.Ma
(Ex)(Gxe ~u Mx)v AsGa.veda
(Fe ~v Iﬂ)v;v GovM

~ MV s GyM

P
S es valida.



~nA
A3 poe

~

(2) S (x)(Tx = Vx)s ..CavPbe ».Pbz
Cav(Ex) (T, «,Vx) ,
s (po(x)( ., TxvVx)eveCavPbe ~ Pb).V.
Cav(Ex) (T, . Vx)
(x)( ». TxvVx)e - (CavPb. -.Bb).v.Cav(Ex)
(Tx. , V= )
() ( vVz) .~ {(CavFb)vPb ).v Cav(Ex)
(Txe - \«x) , ,
(x)(7 TxvWx)e ( -. Cae . PbePb).v.Cav
(Bx)(T%. -~ Vx) .
(2}~ TxvVx)vCav(Ex)(Txe - Vx) o ( i Ca.
PbivePh).v.Cav(Ex) (Tx. NVX)

y ava r - m
(v Tl\/' l)\ CQV(TJ_ v oz Vl) v (L, . e V2) ¢
F, .v.‘Pg)vClv(Tl. . vl) v (T2 AN
«s V. VY I - T 4
- 1 1 » J2 PE
i
8  es vilida

(3) o Gr ——— () (PxoIx.Fx) o (x)((Px.Ax)—

Lx)e —sefr_ s (Ex)(PXeAxe s, L)
s (e Grv(Ex) (PreIxeFx) o (%) (oo (Pxe
AX)VIX))s v o s Grv(Ex)(PxeAx. oy L)
ro (v Grv(Ex) (ProIZeFX)V v (%) (ry (Be
AXIVI) e7e  wv Grv(Ex)(Pxehx, -, Lx)
Gre  (Ex)(PreIxeFx)eve(Ex) . (~ (Px.
AX)VLxX) ive oo Grv(Ex) (PxeAX., - 1x)
Gre (%) s (PXeIXeFx)eve(Bx) (PXoAXe pus
Ix)sv: o Grv(Ex)(PXeAX.e rw L)
Gr.(x)( # Pxv sw Ixv v Fx)ov.(Ex)(Px.
Axe ~s 1x)ivi s Grv(Ex)(PXeAv .. L)
Grv ., Grv(Ex)(Px.axe r, Lx) o (x)( A Pxv - IXV av FX) v
(Ex)(PxeAx. . Ix) Grv( %) (PXeAXs ~. Lix) ,
GV ~:GV (RehvD),( . By VAL vl ),(ll.Al ,,;Ll) v (QETAQ.
st L)y Gy ¥ (Pz ohine f'Ld 7 (Bpedepr—y—iy)

& i P
S n> es valida,



¢) 8 (x)(Gx. -— JFxuMx) o (x)(Mx. y w Iy
8x) o Goe e (x)( L GV~ Mx)
() (Bre e Mx) e (%) (Mxe ey TxvS

X)G"‘)()( fe GXV s Mx)

» fE)Eee s WM )Y o {2) (M, == .
IXVSX)V g G0V (X)( i GXV  me Mx) .
(Ex) «4 (Gre mwy o FPxoMe)v(Ex) /- (Mxe —
o Gaeve(x)( ».Gxv . Mx)

(Bx)(3xe a (FcaMx))v(Ex)(Mxe o [gvs2$)
Voew Gayve (2) (4= Gxv sl Mx)
S (Ex) (Gt oo Fxv e Mx)v(Ex) (Mxo . Ixv
BRI e Goove(x)( o Gxv - Mx)

s’ (¢l o Fl Vs Ml)v(¢2 . £ IE’V &Ml)
'\]‘(M‘2 o g f Il'\f ASl)V<M2 O 0 IQV f‘»«&g?_)

IxvSx)v

v, le( WAGZ v,
/F v uu_!" v, Mg v,‘,Il‘v‘ u'zslvf-lIg
VoS, Vol y _,GQ v M,
s 41448
5) g Po _m(L) UNR~W7M%&Nﬁ

, Fx). ~—s, +RevFe
(Pc ... \,(r Pxo (x)(Px -—yRx) . (%) (Px
——= %)) .7 .ReviPe
(P - (1) W (%) (Px s Bx)v -
(x)(Px ——¥x) .v.RevFe ,
(Pee - (B)Ptave (Bx) o (Px — Rx).v.
(Ex) .. (Pr —-3 Fx): v: RevFe.
g’ Peo(x) ,. Prteve(Bx)(Pxe .o Bx)ov. (Ex)
, (Pxe o B2) :v: RevFe
Pev(Ex)(Pze ». Rx)V(Ex)(Pxe ,.r Fx)e(x) . va(Ex)(Pv. , Re)v
(Ex)(Px. <« Fx) tv:RevFe A
Pev(Ex)(Px. oo Rx)V(Ex)(Pxe o, Fx)vRevFe.(x) 7. Pxv(Ex)(Pxe.
Re)v(Ex) (Px. =~ Fx)v Levle

4

sp Pv(P.- zh)v(:1~~~F}vRvF. fe PV (/l.hl)
V(PE- e KE )V(Ig-I- - ‘Fl) V(PE > FE)VREVFQ
PVRVF. 7]

Ve P v‘?lx E vE vR2vF2

S ns e valida.
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UNA BREVE REFERENCIA A TA PROCEDENCIA DE ALGUNOS EJEMPLOS DE ESTA

lo"‘

Swe

PRIMERA FPARTE.

DE LA REGIA R2

(1) Firmula demostrado coms teorema por B.Mates dentrs de -
un sistema de derivaci’n, c¢n IOGICA ELEMENTAL, p. 153,
El. Tecnos, Madrid, 1970.

DE TA REGIA R3

(l) Firmula demostral. por I. Copi en SYMBOLIC IOGIC, P. 82
The Macmillan Compa y, MNew York, 1970.

(2) bid4v p. 93

(3) Ihia. p. 84

(4) Inhia. p. 88

(5) 1Ivid. p. 89

(5) Pérmula  demcstrado por p. Suppes en INTRODUCCION A IA
LOGICA SIMBOLICA, p. 115. CEC3A, México, 1956.

(7) Ivida. p. 9

8) IbiD. p. 92

(9) 1Ibid. p. 126

(10) Prmale demostrado por W. V. O. Quine mediante su.proce
dimiento decisorio en LOS METODOS DE LA LOGICA, p. 168. -
Ariel, Barcelona, 1969.

DE TA EKEGLA RS
(2) Suppes, Ibid. p. 95

7’ % w &
os demas ejemplos tambien proceden de estos autores, fundamen--

talmente de la obra citada de Copi; aunque, los ejemplos de las re=-=

glas Rl y Rt son en su totalidad de una construccidn arbitraria.
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Fr esta parte se presenta la fundamentacidn de las reclas -
del procedimients decisorio propuesto en la presente tesis. Es deciy
se trata de demostrar que el conjunto de reglas presentadas en las pé
ginas anterizres constituyen un métods cfectivo para decidir la vali-
dez de cualquier firmula cuantificacional monddica y cerrada de la =~

’ . . . .
Logica de Primer Orden. Para demostrar esto, es suficiente demastrar

1) Que toda fdrmula cuantificacional monddica y cerrada no
basica S1 de la Licica de Primer Orden es reductible a
otra firmula equivalente bisica 87,

2) Que toda férmula monadica bisiea y cerrada S%es Cecidi -
ble.

s

’ . . .
a una Iormula cerrada no opaslca, Sin S1gnos de l1guadcdad
1) Sea 8 uma firmul la no 1 , si 1 ldad

con O sin letras proposicionales y/a ¢onstantes individuales. De

| 52N

1

acuerdo a la secci’n 2 de la Primera Parte una firmula monddica no b
sica 1 puede ser u una firmula compleja o una £ormula en f£orma nor
mal prenexa. Por tanto se deberd demostrar que toda f3rmula.ns basi-
ca S1 en eualesquiera e estas formas es reductible a otra férmula hé
sica equivalente $%. Pero esta reductibilidad de flrmulas no Pasicas-
a férmulas bisicas ya fue demostrada cn la seccidn 2 a propisito de -
las reglas decisorias para este tipo de firmulas. Por tanto, repetir
la aqui serfa redundante, en cualquier caso, debiends remetirsc, en

. N . % &
consecuencia, simplemente a dicha seccion.

o . & 4 P o Ve
Ahora Dbien, una vez reducida una formula monadica no basica
£ 7’ S . . ’ .
S1 a otra formula monddica bdsica equivalente S, esta dltima podrd -

Ser de cualesguiera de las siguientes formas :

Ts. (X)B7 yeeeeeeg(X)An

IT. (EX)B] yeeeesy (Ex)B,

IIT.  (X)A1 geeeesey(X)A,, (Bx)D) peevonsy(BEx)D

IV, (x)Aq ?......,(X)Am, Cagy seenenseyCa,

Vs (EX)By yeseoey (Bx)By, Cay, cessnsgCa,, .

VL. (x)Ay ,......,(x)Am) (Ex)Bl seeeaeg(EX)B Cap,eesCay
es decir, firmulas bésicas, donde:
a) Las (nicas conectivas proposicisnales que- interviene son "v", -~

non . ’ 4o !
" y/o "™ internadas dsta ultima (esto es, afectands dnicamen

te o los csquemas abiertos ntfhicos).



b)  En una firmula cualquiera (x)Aj, (Ex)B; o Caj. i 1l.
c) m,n y r son enteros positivos finitos cualesquiera.
(Claro estd que, S'presentarfa otras formas mas si se tomaran en cuen
ta a las posibles letras proposicionales gque pudieran aparecer en =
ella, pero la presencia de tales letras es irrelevante, como se verd-

al final de esta Segunda Parte).

2) Sea S’una f£3rmula monddica, bdsica y cerrada, sin signos de -
igualdad, con o sin letras proporcionales y/o constante individuales,
dinde las Unicas conectivas propocionales que aparecen son "v', ",
y/o ""  internada esta dltima. De acuerds a la prueba precedente ,
S'puede adoptar seis formas distintas. Por tanto, para demsstrar que
toda £érmulas 8°de estas caracterfsticas es decidible sers suficiente
con demostrar que una firmula cualquiéra que posea cualesquiera de =
aquellas seis formas es decidible. (En cjnsecuencia, para demostrar-
que cualquier f3rmula monddica (en sentids general) es decidible, se-
rd suficiehte con reducirla a otra £3rmula bisica equivalente S“eliml
L]

' .
nando en aquella firmula a toda conectiva que no sea "v", "." y/o ¢

. ’ . . . 2 s e .
"ee'" internada esta Ultima, mediante cicrtas definiciones conocidas)

7 3 s qae . &
La demsstracion de la decidibilidad de la validez de S'se -

; 4 . . .
llevara a cabo mediante sels teoremas correspondientes a las seis for

f'\, .
. mas de esta formula, como segui.

TEOREMA I. Sea S’de la forma (x)Aqyenseneg(x)A,, donde, como en 1la
péeina 3 hay un nimero m (finito), lg&;ifgzn, de U=-firmulas basicas y
las dnicas conectivas proporcionales qué intervienen en esta firmula-
son "v", "." y/o "e" internada esta dltima. Toda £érmula que posea=

& . . .
estas caracteristicas es decidible.,

PRUEBA.~ Dada cualquier férmula S%de la forma (X)Al,-....;(K)Am hay-
una firmula equivalente Se¢ en form normal disyuntiva que se obtiene
a partir de las U-fSrmulas de S tomando a cada (x)Ai en hloque como ~
si fuera simplemente una letra proposicional. Sea

bl

( (X)Al’.."...’(X)‘Jxk).]’_\r’..'.\/.( (X)IQl,IO‘.’(X)Alg)Sl Sc
la FND asi obtenida. En esta £Ormula, o fin de que la demostracidn -
resulte 1o mds elaro vy sencillos posible (sin renunciar por ello ni al
rigor ni a la generalidad) podemos hacer las siguientes modificacio -

nes. Por un lado, en virtud de la cquivalencia (X)Al,....,(X)A<é=:%>
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A . . 4 &
(%) (Al---'--“k) transformamos a cada mienbro i de S; en una firmula
de la forma (x) (Al-""'-Ak) i; por otrs lado, en cada mienbro i =
). solamente -
k1
A s o
con una sola letra mayuscula A. De ¢ste modo, Sc se convierte a otra

asi transforma’s denotaremos a cada operando (Al.....A

/’ &y .
formula esquemdticamente equivalentc.

L s
(X)Alv....v(x)Am So

Ahora bien, para demostrar quc S’es decidible serd suficiens
te con demostrar que cualquier firmula de la forma S'é es decidible;
y para demsstrar que S'é es decidible serd suficiente con demostrar-
que S'é es 1~ vAlida si se sabtisface cuands menos una de las siguien
tes condiciones:

i) Que cuands menos una (X)Ai cualquiera sea 1-vdlida,

(
(i1) Que cuands menos una rui(x)Ai implique a una (x)Aj.

L4 7 " . ¢ o . .
Por tanto, S o Sera decicdible unlcamente si en cualesquiera
L4 PR ~ . o
de estos casos hay algun procedimients efectivo para determinar su va

lidez.

% / . ¢ L) .
CASO (i).- TUma fSrmula (X)Ai cuelquicra es l-valida Unicamente si =
4. fa o = « .
su operanco es tautologicamente valido. Bsta asercidn se sigue de -
< 5 1f s 5 AE e . .
los siguientes basica - por definicidn - ¢l operands es siemprc un -
esquema abierts, y un esquema abierts en 1o que respecta a la validez
< / . .
siempre se comporta exactamente igual que los esquemas proposiciona -
. ‘ ¢ pocm &
les. Por tanto, de egui se sigue, que (x)Ai,sera 1-valida unicamente
3 5 A 2 . ) Bir: ’
si su operands A es tautologicamente valido. De este modo, sera -

. s . Loy 0
siempre posible saber en S si alguna £3rmula (X)A. es l-valida 2
c : i ?

no, y en consecuencia si S%es 1-v4lida 5 no, para la cual serd sufi:
ciente con borrar al U-cuantificador de cada (X)Ai en $°7 y luero ma-
nipular veritativo-funcionalmente al operando Ai' Pero ademés, en el
operando Ai podemdos borrar tambien a las variables individuales, ya =
que, como dice Quine en una situaci’n semejante: "...de ello no pue-
de resultar ambiguedad alsuna, pues basta.con que sobreentendemos una
"x" tdcita detrds de cada 1etra_nayﬁscula,.,"l. Por esta,razén, en -
Lo BUCEBIVO e o o o @ . 6.5 o ¢ 2 o v 5 s o o 8 o o 555 8 o o 6 ¢ o o

1.W.V.0. Quine. I(g METOTOS DE IA TOGICA, Segunda Tate, §19,p. 157,

- . . 7 . . .
2" reimpresiin, Ediciones Ariel, Barcelona 1969.
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4 .
(> 877, ete.) el esquema asi-
, p

resultante dc borrar en una formaula cuantificada a todos 1os cuantifi

cadores y variables individuales.

CASO (ii).— Aqui hay los siguientes subcasos:
12,1% Si i=2:

. . < . £
12.1.- Aqui supondremos que ningin micnbrs de la fSrmula (x)Al v (x)
Lo . . . . ‘<
A2 es l-valida individualmente, porque si fuera asi, nos verlamos re
s . .
trotraidos simplemente, al caso (i). Por tanto, (x)A 5 (x)A 2 -
ks 4 2 l 2’

& . . .
ambos seran contingentes o inconsistentes.

- " - 3 n,
().~ si (X)Al y (X)A2 son continsentes ambas, es decir, son £irmu-
las que no resultan ser verdaderas para todas las interpretaciones de

. . P . N 4
sus variables individuales y letras predicados, sino sdlo para algu -

nas y para otras no.- El condicional mw (x)Al > (x)A, es a su -
vez una Firmula cortingente, puests cue su antecedente es una f£5rnu-
la existencial contingente (dads que 1la negacidn de una £f5rmula con'-
tingente es a su vez otra firmula contingente), cosa que se puede =
observar mejor en su equivalente: (Ex)ua.Al D (X)AE; v ningln -
sistema 15gico que emplea dominios no vacios de interpretaci’n permi#
te la derivacidn de una firmula universal contingente a partir de -

’ . . .
una formula existencial contingente.

(2).- si (X)Al es contingente y (X)A2 es inconsistente (. =

(contradictoris 5 13gicamente falss).- EL condicionalusu(x)Al~—~§> -

<

’ P Lo s 3
(x)A, no ez wna firmula logicanente valida uesto que el anteceden
2 ) 1L

(%).- En estas cifras que aparecen al lals isquierds de cada subcaso
dg isquierda a Jerecha: los guarismus e la parte entera indican el =
nugero del tcorema y del subcas~ respectivamente; luego, el guarismo-
de la parte decimal (o guarismcs) indica el valor de i en S°.
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te de este conlicional es contingente, mientras que su consecuente es
inconsistente; por tanto, habrd cuando menoss una asignaci’n de 1os va
lores de verdnd que asigne el valor "V'" al antecendente, y como en es
te caso el consecuente siempre tien¢ el valor "F" el condicional re -

s ” .
sultara falso> para esta interpretacidn.

(3)e= i (x)Al es inconsistente (X)A2 es consistente.- Aqui
tambien el condicinnal me (X)Al --E¢(X)A2 es 15gicamente invAlido.

. 7 i e .
Ta demostracidn es similar al cass anterior.

(4)e= si (X)Al v (x)A2 s-n aabas ineonsistentes.- EL condi-
cional mw (X)Al -4>>(X)A2 es siempre 1l3gicamente invAlido, puesto-
que, su anteccdente es légicamente valido (ya que la negacidn de una
firmula inconsistente 5 13gicamente contradictorio es siempre una for

@= .» . .
mula  1-valida) v su consecuente es inconsistente.

Por tanto, de (1) - (4), se sigue, que ningin condicional de
la forma (Ex)qgﬂl --4§>(X)A2 es 1-vi

. . CA os .
sea inconsistente o su consecuente sea ligicamente valido; pers decir

€
P .
alida, a menos que su antecedente- .
Loy w - . . .
esto ultimo equivale simplemente a Jdecir que el equivalente ”(x)Al Ve
. Lo . . '
(x)Ag" de este condicional es 1l-valido £i cuands menos (X)Al es 1-va=
. o . .
1ids o (X)A2 es 1-valido, y asi, llesamos nuevamente al caso (1), ¥
= s m ok R ” 5 »
en consecuencia, a la conclusion decisiva de, que una formula de la =
) Lo , . -
forma (x)A,v(x)A, es l-valida Gnicamente si cuando menos uno de sus =
] 2
L

. oy o 7/
mienbros es l-valido, y solo en este caso.

De este modo, dada una firmula cualquiera de la forma (X)Al~
V(X)Ag, siempre serd posible determinar su validez, para la cual, bas
tard proceler como en el caso (i), pers teniendo en cuenta la siguien
te restriceiln: una vez borrados a todos 1os cuantificadores y varia-
bles individuales adscritase un mismo subindice a todas las letras -
predicados de cada U-esquema, pero usands un subfndice distinto para-
cada caso. RHsta restriccifn se deriva del sifuiente hecho., Dada una
férmula cualquiera de la forma (X)Alv(x)AQ, puede ocurrir que nincuno
de sus mienbros sea 1-vAlido, y por tanto, que esta f3rmula no sea Vé
1ida§ pero, sin embargo, si simplemente se borrara a lss cuaﬁtifica@g
res y variables individuales, y n2 se adscribieran sabindices a las =
letras predicadss, el esquema Sé (es decir, AlvA2 ) podria resultar-

L . Lo . - .
tautologicamente valido. Para evitar una consecuencia asi desagrada
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ble es lo que se prescribe esta restriccidn. Esté claro que tal res-

triccidn sblo es necesario siempre cuando el nfmero de U-cuantifica -

dores es ~. 1.

Esta restriccidn para mayor claridac, podria ser ilustrado-
con el siguiente ejemplo. Sea (x)Alv(x)AQ la férmula () (FxvGx)v (x)-
(Aijxaﬁy,GX)j entonces, borrando simplemente a 1los cuantificadores-
y x’s, tenemos el esquema Sé : (FvG)v(n~dF. av G), luego, distribuyen-

"o
.

do "v" sobre

.
a

FvG A F.FVGV as G la férmula (X)Al(x)Ap resulta indebidamente vAlido.
Mientras que adscribiendo subindices. sc tcndr{a(Flle)v(nJng,\pGQ) »

v luego distribuyendo como antes: (FlvG ~ Gp) (FlvG]v'N'GO), resulta

.
un esquema no vAlico, como es debido

12. m. - Aplicando la siguiente equivalencia proposicional universal

mente vdlido (al que abreviaremos con (El) por édmodidad) .

(P, VB, .. an);,CZT—?,; ~ P (Pve.... an). Ve —>
:P2 __/_.> LRI > Pn (El)

a la fbrmula (v)Aqv(x)Aﬁv...v(x)Am, tencmos:
e Yl L

a

3 r\/Q)Al_fa(LQAém..v@ﬁ.vh_f},\/(QA2_€>..._79 CQAm

¥, ahora aplicando otra equivalencia igualmente vAlida:

Q) (E2)

a cada uno de los condicionales con consecuencia compuesta en esta -

férmule, tenemos:

Sé N(“)Al s ;)AE. VeeoVens (;-c)Al el (x)Am. Ve U (X)A2 —>-
R . ' (::).A_
> o)

De esta manera, a la férmula Sé' hemos reducido a una serie de dis -
yunciones de condicionales elementales de la forma ya tratada en el
subcaso 12.1. Por tanto, para determinar la validez de Si serd sufi
ciente con deternminar veritativo-funcionalmente la validez del esque-

ma S’°
P

A VA VeeeVA
B M= s
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gue resulta de borrar en Sl a tolos 1og cuantificadores y variables

. s . . . o 'd .
individuales, y luego, adscribir un mismo subindice a todas las le

. . ’ o =
tras predicados de cada U~esquema, pero> siempre usando un gublndice

distinto para cada U-esquema distintc de otro U=-esquema Aj'

. 7 5
En egsta forma se ha demostrado que cmalquier formula de la

forma (X)Al,..., (X)Arn es decidible.

Pero, un procedimiento tal como se acaba de construir serfa-
un tanto laborioss, ya que para cada firnula S habrfa que construir -
otra firmula cquivalente S; s ¥ procedimiento donde se pudiera omitir
este paso serfn de mds importancia préctica que ésta. Pero, afortuna

damente, aqui tambien es posible omitir este paso, como sigue.

v d 4

En primer lugar, entre las firmulas 87, S vy S existen-
;) 2 Pa D

las sigulentes relaciones:

(1) El conjunto de matrices de S;' (es decir, reconstruyends 1los U -
k
. Al A e : 4 o af 4.
operandos y variables individuales coms en Sc' ) es idéntico al con, =

. . (e . eF -
junto de matrices de S, excepto en que, las matrices de S~ tienen

(&)

U=cuantificadores al frente.

. - s . . .
(2) FE1l conunto de matrices de S, es veritabivo- funcionalmente e-

. . . «? B e
quivalente al conjunto de matrices de S, excepto en que, las matrices
ted Id
de SC estan en FND.

En sesunlo lugar, de los casos (i) v (ii) se sigue, que

t P w . . . . .
(3) Sc ¢s l=-valido, unicamentc si su estructura veritativa-funcio-

nal (es decir, ¢l esquema S:' ) es tautoldoicamente vdlida.
2
Pero, (1) y (2) implican a su vez :

. . sl . . . .
(4) El conjunts de matrices de S_P es veritativo-funcionalmente equi

valente al conjunto de matwices de S7, ¥

finalmente, de (2), (3) v (4) se deduce:

7 o o /7 . . . .
(5) 8% es 1-valida, Onicamente si su estructura veritativa-funcional

el . s o
es tautoldgicamente valido,

Por tanto, las reglas decisorias para debterminar la validez-



. Al . -
de cualquier Tdrmula de la forma (x)A., «.a, (X)Am que se derivan de-
. ps

este teorema son las siguientes ¢

. . . L4 4 ~
RL. Para determinar la validez de cualquier formulas S'de la forma -

(X)Al,..., (X)Am basta proceder coms sigue

. 4 ] - ’ .
(1) si el nimers de los U-cuantificadsres es £ 1, borrese. simplemen
s e o ¢ G '
te al U-cuantificador y variables individuales y, luego, determinese-

. . o . . 73
veritativo~funcionalmente la validez (el esquema Sp resultante.

(2) si el nfmer> de 1os U-cuantificadores es_ 2, bdrrese a todos-
los U-cuantificadores y.variables individuales y, luego, adseribase-
nn mismo subindice a todas las letras predicados de cada T-esquema pe
ro, siempre usands un subindice Jistinto para cada U~esquena Ai dis-
tinto de.atra.Aj, vy finalmente, determinar veritativo~funcionalmente-

la valicdez del esguema Sé resultante.
TEOREMA TIT.

¢ ’ ~
Sea 57 una formula de la formn (Ex)Bl,...,(Ex)Bl, donde, con
£ s S ek e 5 ’
forme a la pagina 3 hay un ndmers n (finito) 1 £ igln, de E~-firmu -
z . , : B E . g : :
Jas basicas, y las unicas conectivas proposicionadles que intervienen=
A . it i

/ : . ’
en esta formula son Unicamente "v 5 y/o "m" internala esta Ql-

. 4 ’ & e
tima. Toda formula S° de esta forma es decidible.

PRUERA.- Dada cualquier firmula 87 Je la forma (EX)Bl PPN - 4 1.
il n
hay una firmula equivalente S; en forma normal conjuntiva, que se ob

. . [4 ‘< 3
tiene a partir de las E~-formulas de S, +tomando a cada (Ex)Bi en blo=-

( (EX)B1V'7v<EX)Bk)l""'< (EX)BlV...V<EX)Bk)n é;

. . < .

la FNC asi obtenida., En esta f>rmula, por las mismas razones que en-
. « 7 . < o .

el anterior teorema, también podemos hacer las simplificaciones nece-

sarias. De este modo, por un lado, en virtud de la equivalencia

( (Ex)Blv...v(Ex)Bk) AN (Ex) (Blv...ka) transformamos-
a cada mienbrs i de Sé en una f3raula equivalente de la forma (Ex) -
(Blv...ka)i; por otro lado, en cada mienbro i de Sé asi transformado
denotaremssa cada operando (Blv...ka)i simplemente por una letra -
maylacula B.con an sibiadice adscrita a ella. En esta forma, converti

7 / P e .
mos a Sc en otra formula esquemdticamente equivalente
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(Ex)3l.....(Ex)Bn 8,

. .~ 4 ° & <
Ahora bien, para demostrar que S° es decidible sera sufi: -

. . ~? L d PR

ciente con demcstrar que cualquicer firmula de la forma Sc es decidi-
,e . R s o e

ble; y para demostrar que Sc es decidible sera suficiente con demos-
trar:

. s 4o . N ’ . SR
(1) Que 5 " es l-vdlida si y silo si coda (EX)Bi es l-vélida,

(ii) Que existe un procedimiento cfectivo para determinar esta vali -

deg.

caso  (i).- Que Sé' sea vdlida dnicamente si se satisface la condi-
cidn estipulada por este caso es por Qcmds evidente. Lo Gnico que =
falta ser demostrado aqui es la Jecidibilidad de la validez de cual -
quier firmula individual (EX)Bi . Dsta demostracidn es similar a 1la
del cass (i) del tecrema anterior. Una £irmula (Ex)Bi es 1-vdlida =
Gnicamente si su operando es tauts1l5oicanente vélido. Esta aserci’n-
se deriva como sisue. El operands de la firmula (EX)Bi es un esguema
abierto, y todo csquema abierto, en cuent> se refiere a su validez se
comportq exdctamente icual que los esquenas propoeicionales. De =
agqui, que Bi sea valido sdlo si 1o es tautal5gicamente. Pers, si Bi-
es valido tautoligicamente, es vAlids universalmente, es decir, la -
cuantificacifn universal de B, es 1-valido. Por tanto, (EX)Bi tan -
bien serd v4lido, puesto que, si B, es v41ido universalmentc, 1o serd

tambien existencialmente.

) . . 7 o .
CASO (ii).- 8i de acuerds al cas. anterior, s, es 1-vdlilo si ¥y
’ . ’ P ’
sdlo si cada E-frmula (EX)Bi es l-valila y, cada E-fdrmula (EX)Bi es
£, L. . 7 . )
1-valida unicamente si su operand:z es tautologicamente valido, enton-

& ’ Lo & & 4 P
ces, para saber sl S, es l-valida sera suficiente con borrar a todos

2
1los cuantificadores y variables individuales y luego determinara veri

tativo~funcionalmente la validez del esguema Sé' resultante:

Bl....an

)

[©)

o ’ o
.De este mods, se ha demostrals que toda formula de la forma-

(Ex)Bl,...,(Ex)Bn es decidible.

. . () .
Pero, un procedimiento asi resultaria un preo laboriosz, =
. N ’ .
puesto que para Jdetermipar la validez de S° siempre habria gque hallar

primero su FNC y, por tanto, un procedimients que permitiera omitir -
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este paso tenlrfa mis imporvtencia prdctica que ésta. Pers aqui tam =
bién , asl como en el teorema anterior, es posible omitir este paso ,
vy por ende, hacer de este procedimiento, un instrumentc de reglas muy
simples. Esto procede como siguc.

En primer lugar, eantre las firaulas S7, Sé' y S.¢ existen -~

P
las siguientes relaciones:

. . i o .
(1) E1 conjunto de matrices de 5, (esto es, sobreebrendiéndose una-
o Bt 2y « o4 .
"x" det®ds de cada letra predical. cn este esquema) es idéntico al -
. - s -
conjunto de matrices de S (ests es, B~operandos), excepto en que -

~

" las matrices de esta Qltima exhiben E-cuantificadores al frente.

. . ey ; . . -
(2) El conjunt> de matrices de SC es veritativo~funcionalmente =
equivalente al conjunto de matrices de S7, excepto en que, las ma -

. / 7
trices de Sc' estdn en FNC.
En scpundo lugar,de los casos (i) y (ii) se sigue

rd VS £ 3 . . .
(3) Que Sc es l=valida unicamente =i su estructura veritativo~fun-

L4 . .
nzl (esto es, S; ) es tautolisicamente valida.
Pero, (1) y (2) implican a su vez

= . . 7 - . .
(4) El conjunt- de matrices de 877 s veritativo-funcionaluente =

o)
e

equivalente al conjunto de matrices de I7,
Y, finalmente, de (2) , (3) y (&) se ‘educe:
7’ P & . s . ~ 0
(5) 87 es 1-vdlida, Gnicamente si su estructura veritativo-funeional
[T . . .

es tautol’sicamente valido (y, por banto, 8 ) Gnicamente si el esque-
ma 87

P

Bl’...’:r}n
7 . 3 .

que resulta de borrar en S8 a todos los E~cuantificadores y variables

individuales es tautoldgicamente vdlica.

Por tanto, las reglas de decisi’n para cualquier firmula de-
la forma (Ex)Bl,...,(Ex)Bn que se Jerivan de este teorema serdn las -

siguientes:

R2. Para determinar la valides de cualquier f3rmula S° de la forma-



(Ex)Bl,...,(Ex)Bn basta proceler como sigue: terrar a to -
dos 1los E~cuantificadores y wvariables individuales y, lucgo, Jdetermi-
nar veritativo~funcionalmente la validez del esquema S; resultante.
De este mxd> S serd 1l-vdlida Unicomente si 87 1o es, de >bro mods

’ P AETE G o eea
S (y, por tanto, 87) serda 1ligicamente invdlido,

TEOREMA TTT.

P

(Ex)Bn es una Firmla decidible.

9

firmula 87 de la forma (X)Al,...,(x)Am, (EX)B,yeee, =

- L . & P 5
De acuerd»> a2 la pagina 3- por un lado en la formula basica -

"o
.

y/>

) > 5 \ : 7 %
"o~ (internada esta Gltima). Por obtro lado, S exhibe (nicamente -

s < 2 5 P - 5
S° intervienen unicamente las conectivas proposicionales “v',

_ il " . N
dos tipos de formulas: Universal y cxistencial. De esta manera, en

s, 7 4 ’
87 una frmula (x)A, y una firmula (x)A. , o una Fformula (Ex)B, v
i 3 ? i
& " 3 7’ s
una fHrmula (EX)BJ, 5 una firmula (x)ﬁi y una formula (Ex)Bi, estax~
rén eoligados o por una "v" o por una".", donde i F ; ,.e i == v

5=1, y 2 ¥y 0 son enteros positivos finitos arbitrarios.

.

Por tanto, de aqui se sigue, que:

H

l.~ Las formas basicas posibles de Srmulas que pueden construirse

separadamente, primeros a partir de U-fSrmulas elementales (X)Ai’ y sg

4

. ey d
gundo, a partir de I -formulas clementales (E x)Bi, en base a las c¢o

b b (0 o
.

nectivas "v' y son las siguientes:

a) (X)Al \T(><)A2'\/'...V(:»:)AS1 c) (B X)BlV(E x)BQV...V( Ex)Bn

b) (X)Al.(x)Agt....(x)A a)y ( Ex)Bl.( EX)BQ.....( Ex)Bn

mn

4 L . .y o 7 z
2.- Las firmas basicas posibles d¢ 5,9 partes de § que pueden cons
. § o ’ .
truirse a partir de las f£ormulas anteriores a) - 1) en base a las =

conectivas "V' y "." son las siiticntes

;. ( (x)Alv(x)sz...v{x)Am)v( (Ex)Blv(Ex)Bgv...v(ex)Bn)
2. ( (x)Alv(x)Agv...v(x)Am).( (EX)BlV(Ex)BQV...V(EX)BH)
3. ( (X)Alv(x)AQV...v(x)Am)v( (Ex)nl.(Ex)Bg..,..(Ex)Bn)

b, ( (x)Alv(x)Aev...v(x)Am).( (Ex)Bl.(Ex)BE.....(Ex)Bn)



e ( (x)Al;(x)Ag.....(x)A{ v( (PX)B v(Ex)B v...f(Ex)B )
be ( (x)A .(x)A .....(x)A” Yo ( (LX)D V(Ex)B v...v(Ex)B )
Ts ( (X)A .(x)A .....(X)A )v( (EX)T (Ex)B .....(Ex)B )
3. ( (%) Ay (x)A e m v e kX )Am).( (Ex)bl.(Ex)Bg.....(Ex Bn

Antes de dempstrar que S7es decidible, a fin de cvitar uge
demostraci’n in extenso, es preciso simplificar estas ffrmulas, en -
nimero minimo poaible de firmulas que sean 1o bastanté.generales a -
fin de que puelan comprender a todas las demis. Asi tenencs, por un
lado, que.en virtud de las equivalencias (x)A (x)AQ.....(x)Ak.\E;=

—-*
(x)(Al.....AK) v (Ex)Blv(Ex)Bgv...V(Ex B sems (Ex)(B VB VeesVB, )

£ .2 3 . . . .
las formulas 1-2 y 5-8 son respectivamente equivalentes a las siguien

I'd
tes formilas:

1s° ( (X)AlV(x)A2v...V(x)Am)v(Ex) (BlVBQ"'VBn)
2" ( (x)a v(x A v...v(x)u ). (Ex) (Bl BoVessVB )
5-I (X)(Al.AE......Am)\T(EX)(BlVBQV...VBn)

6" (X) (Al.AE...‘.'A!ﬂ).(Ex) <B_—LVP)2V¢..VB )

7.1 (X)(A nzfiq-ouﬁoo[l >V( (EX):‘) (LJ ).u ono.-(EX)p‘ )
80' (2\.)(111-[X20.0000A ) ( (EJ()J) -(Ef 1, c.--.(EX)Bn)

Por otro lado, dado que, vara lss fines de la presente demos
tracidn m~ intereza considerar la estructura 1%gica interna Je los U-
y E-operandoc, polemos denotar en esbas firmulas a 1os U~operandoss =
(Al 2.....Am) vy E-operandos (B]ngv...vBm) simplemente por las le
tras maylsculas A y B, respectivamente, De esta manera, todas estas-
firmulas resultan ser 8515 casos particulares de las fdrmulas 3y bk ;
reduciéniose por tanto, todos ellos Gnicamente a estas dos, comd si =

oue s

. I

1 A la formula 3 se reducen las firmulas l', 5%y 7', porque estas-
, .

formulas no> son mas que formas particulares que la firmula 3 adopta ,

cuando (1) en (Ex)Bi i=1, (2) en (X)Ai v en (Ex)Bi i=1,y (3) -
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en (x)Ai i = 1, respectivamente.

. /
2 A la f5rmula 4 se reducen las firmulas 27, 6', vy 8%, porque es -
. 7’
tas férmulas no son mas que formas particulares gque adopta la firmula

4, cuando, (1) en (EX)Bi i=1, (2).en (x)Ai vy en (EX)Di i=1, ¥y ¢

(3) en (x)Ai i = 1 , respectivamente.

/
De este modo, dado que, las lrmulas 3 v 4 son las mds gene-
. . . = ’
rales, la Jewostracidn sipguiente estar® en parte besada Gnicamente en

il
estas dos formulas.

, o . ¢ e )
Por tanto, para demostrar cue 3°es decidible, sera suficien=

te con demostrar.

T. Que cualquier firmula de las formas 3 y 4 son decidibles, y -
. . « 7 . . e
II. Que cualquier otra combinaciin compleja posible de las formulas-

a) =~ 7) de estas firmulas teubien son decidibles.

PRUEB-A. -

q '

I. A) s8i 8%(> una parte de $°) es e la forma 3, es decin,

( (X)Alv(x)Aev...v(x)An)v( (EX)Dl'(EX)BE""'(EX)Bn)

S’ serd licicamente vdlida Onicamente
(i) Si cuandsc menos una (r)Ai o una (Ex)D. cualquiera -
es 1-valida, o
(i1) Si alguna o= (x)Aiimplica 2 alguna (Ex)Bi y 3
(iii) Si o~ ( (x)Ajv(Ex)Bi) implica (x)Ak, para j &£ 0¥ -
k < m.
CASO  (i).~ (X)Ai es 1-valida > (EX)Bi es 1-valida.- En este ca

3 fal

so, para determinar la validez de 5’ son suficientes solamente las re
glas derivadas del subeasc (1) de 1los teoremas I y II, respectivamen-
te, de acuer’o a las cuales, para saber si s‘es l—vélida, basta con-
borrar a +tolos los U~ y E-cuantificadores y variables individuales y
luego, une vez adscrito 1os subindice o las letras predicados de los-
U-esquemas (siempre que en (X)Ai i>2, y en (Ex)Bi i puele tener -
cualquier valor finito), decidir veritativo-funcionalmente la validez

del esquema Jde esta manera resultante.
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CASO  (ii)s f\J(X)Ai implica (Ex)Bi.- Aqui tenemos los sicuientes «

subcascg :

32.11. Si en (x)Ai i=1,yen (Ex)Bi i=1
S (x)Alv(Ex)El
Sl ~J (x)Al —— (Ex)Bl

32.21. Si en (x)Ai i=2 y en (143:2{)13].L i=1
< (x)ﬁlv(x)Agv(EX)Bl

S; (A v(2)A, )—> (Ex)B,

32.ml. 8i en (x)Ai i = y en (Ex)Bi i =1
4 & xp oo 7(x)A -
3 (X)AlI(A)hgkl 7( >Amv(EX)Bl
Si o~ ( (X)Alv(x)ﬂgv...v(x)Am) — (‘X)Dl

Internands las negaciones de las antecedentes en los subea =

08 32.21ssssess+32.ml, ten=mos respectivamente:

4 A )4 ———m
S5 N(x)i-xl.rv(ﬂ)ug . = (Ex)Bl

¢ ¢ e ¢ 2§ © @& o e @ ¢ 8 ¢ @ LI e ¢ ¢ @ ® & & ¢ 3 & 4 ¢ g o

. . . - . - - . L] . Ll - . - . . L L . . . . . L . L] » - . . Ll .

Sg ~7 (X)Aln ~/ (X.')Agooco. (X)Am- ""““9 .(EX)-

Ahora blen, en el primer subcaso, para determinar la validez
de la f35rmula r»r(x)Al — (Ex)Bl es suficiente con borrar a todos-
los cuantificadores y variables individuales del escuaema eguivalente-
(x)Alv(Ex)Dl ¥, lueso, determinar veritativo-funcionalmente la vali: =

dez del esquema resultante. Que esto sea suficiente para determinar-



- b7 =

s B - 4 5 - 3 . .

1a validez de cualquier formula, Jc¢ esta formaaqui .se spuc le 1o si -
5 ik Lo : o

guiente nterprotaci’n lela lerivael o :cAlafarmulaiEX)Bl a partir de

4

’ s . . N o

la formula (X)Al dentro de cualquier sistema de derlvacion que tenga-
— e s @ . 8

como regla la Ispecificacion Exigtencial (EE). Con este abjeto vea -

, . 5 &
mos la estructura de la derivacion:

(1) ~ ()R P/ (Ex)Bl'
(2) (Bx) ~ Ay (1) interc. de Q.
(3) ~~ By (2) EE
(1) By (L-1) T
+ . L) GE.
(L 5 ) (EX)D]_ ( )

Como puede observarse fheilacnte, la £Srmula (Ex) i~ Al im -
plica a la firmule (Ex)Bl dnicanerte si del esquema abierto v Al pue
de derivarsc veritativo-funcionaizente €l esquema abierto Bl’ Pero 4,
si este es el caso (y, ya que el dnico prapésito que se persiguc es
nallar alofn procediniento efectivo), para saber si la firmula (BEx) -
o~ Ay implica a 1la firmula (Ex)D, (», equivalentemente, para saber =
si la fdrmula (x)Alv(Ex)Bl es 1-vdlida), dado que implicacidn es vali
dez del condiciznal™, es suficlente con determinar la validez del es-
quema o/ Al‘"€>'Bl (o, equivalcritenente del esquema AlvBl) con el -
auxilis de cualquier procedimiento Jdeeigorio proposicional.

B 1o subcasos restartes o, es decir, en 32.21,..., 32.ml, en
. ' 4
virtud de la tautologia.
( (1) cl)r‘otsoo ) N P ) {.—...\(“—' __\P OVIP S F oV -
M B n-1""—= n’'<— 2 n 2

.o .X-’T' rtl-l "—"‘\/“ Pn)

Id » . 3 .
las formulas S, se reducen respectivamente a las siguientes firmulas-
(9

equivalentes:

lo- (v].\r.Ol Qllil’le. Opu Cit- po :C\):Ju
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(Y Gy —p ER~ (9 (BB)

. .. . . - " . ., . K . . . . . . . . . .

Sé (~ (x)Al__§>(Ex)Bl)v( r\){x)A2 __;>(EX)Bl)V...V<(\J (x)Am —_

(Ex)Bl)

De esta manera, ya que esta férmulas no son mas que disyug_l~
ciones de férmulas de la fcrma del primer subcaso, para saber si las
férmulas S’ en estos subcasos son vdlidos, serd suficiente con bo =
rrar a todes los U~ y E~cuantificadores y variables individuales, vy
luego adscribir un mismo subindice a todas las letras predicados de-
cada par de esquemas abilertos (AivBl), pero siempre usando un subig
dice distinto para cada par distinto (AjVBl)’ esto es, cuando i#ﬁ.
Pero, estas férmulas (Sé) son a su vez equivalentes a las otras si -~

guientes:

: s{L (X)Alv(x)AQV(E::)Bll V(EX)B12

Si (XA V(x)A Ve V(x)A v (Ex)Bllv(Ex)Blgv. sxMras v(Ex)Blm

"

que resulta de las férmulas Sé de definir a la conectiva "—>"

¥
luego conmutar a los mienbros de la disyuncién. De este ltimo resul
tado se sigue, que para determinar la validez de cualquier férmula -
S’ de los subcasos 32.21,...,32.ml, es decir, cuando en (x)Ai i>2 ,

suficiente con:

1. Sustituir a la E-~férmula (Ex)Bl por una disyuncidn de m E-férmu-

las idénticas a la E-férmula (Ex)B, sustitufda, esto es, por la dis -
) ; D

yuncidn (EX)B11 V(E:r.)Blgv...v(Ex)Bl .

2 Borrer a todos los U~ y E-cuantificadores y variables individua-
les y, luego, adscribir un mismo subindice a todas las letras predi-
cados de cada par de esquemas abiertos QAivBl), pero siempre usando-

un subindice distinto para cada par distinto (A4vBl). Y, finalmente
oJ



3« Decidir veritativo-funcionalmente la valicez del esquema 3’

resultante.

En 12 prfctica, las dos primeras reglas pueden integrarse-

en una sola donde, una vez borrados a todos los U- y E-cuantificado-

res y variables individuales, pueden sustituirse al E-esquema Bl por
una disyuncidn de m mienbros y, luego, adscribir subindicescs..us en 2
y Tinalmente, aplicar la regla 3 al esdquema resultante.
32.12 Bien (®)A, i=lyen (E —.)3_.L i=2:
57 (“)A . ve (Bx)B,. (B )B,
o]’_ ~/ (fz)Al. - (E :)Bl. (Er-:).82
32.1n Sien (:')Ai i=1yen (E¥)B, i = n:
o
3’ (Fc)Al. Ve (EK)BI. (B )L’? P (E)Bp
S]'_ ~ (x )Al. —> . (E::)Bl. (E)B? ceen (E;»{)Bn

Las férmulas Si en estos subcaso, en virtud de la siguien

te equivalencia.

P (@900 Q )= (P§>Ql). (P->6,) e (P ) (EL)

se transforman respectivamente a 1las sigulentes 4rmulas equivalen ~

tes

S,z ( ~J (.:)Al_a(E;;)Bl). (N (.X)Al'°>”(EX)BS)

Sé (~s (::;)Al__.._;' (E::)Bl). (v (:{)Al_> (EX)BQ) ..... (~v (}{)Al —S5
(E:-’.)Bﬂ)

£ . . &
Y estas formulas no son mas quc conjunciones de condicionales demental

T

- e o
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les de la forma 3, del subeaso 32.11, por tanto, para saber si =

RPN

o . ,
son validas sera

G2

uficiente con aplicar el mismo procedimiento -
pertinente a 1los subcasos 32.21,...,32,11, con la diferencia que-
en estos Altinos no se adseribird subindice alguno a las letras =
predicados de nincdn U~-esquema, ya que en estas firmudas todas -~
las U=firmulas son idénticas (est: es, una vez definido "—3").

Pero, si este es el caso, es decir, si no es necesario adscribir-
subfndices a las letras prclicados de las U-f3rmulas en cstas f”“
nulas, para saber si las firmulas 3' ¢ estos subcasos son vAli-e
serd suficiente con determinar la validez de aquellas firmulas di
rectamente, sin transformaci’n previa alguna, aplicando cualguier
procedimiento decisorio proposicional a los esquemas resultantes-

de borrar a todos 1los U= y E=cuantificadores y variables indivi--

duales.
32,22, 5ien (::)Ai iZ2yen (EX)Bi_ I s,
a? (x)A, v.(x)A Ve (Ex)B -,(EX)B
s~ (X>A v (‘C)Am s (Ex)B . (Ex)B,

S P eseCET AT TITREROORONLRNETRTRROERRPRORORRERPRRNARPOIRPOLNAREQOITEREROERED
SS9 00 0PI VDR NN I DLREEPO ORGSO PR TR IR LP PRSI NPIRIRNCERO RN
S S 0 0 0 OB ST ENPOS RSP NE NPT AT SRR NP 0 30 e LR
32.mm. Si en (X)Ai i=m yen (Ex)Bi, i = ns o
’ . . - - -
3 (X)Al v (X)Ag V...V(K)Aj.v.(EX)Dl..<EX)ﬁ20.--.(%A)Bn
(, ' A ra A A
M h(“XLﬁ_V(XM% m.;(xﬂh)..ma QKLJ (Ex)B,
cesse(EX)D
ssunl BX) L
" el ’ )
Aplicand> (E4) 2 estas formulas, tenemos:

Sé - '((X)f;‘xl v (X)AE) -3 (E.X)Bl . .r:~J((;\:)A (x)A ) _-.\(Lm) )ﬁ)

St etececreceCotrrOgrOQerNeteR R YRR YCQRRRRTITCROICRCERRPEROQRCQET TR TYCRY

r~(( )A :)AQ ...V(X)A ) —= (B> )“ —_ ((X)A v (x)Amv..
..v (X)A ) . (Ly)B,\..... f,(( )l_ v (~-)A V oeesV (X)A ) 5 (Bx)D

Fliminanlo & la conectiva "o " dc tas £3rmulas

F 4
’

S3 (x)A v (K)A v (EY)J . (3)!}7 ( V(EX)B2

o-co-qcetqee!-909--i--~o-o---qte!ee!eéeocov-»--3hc-o-o-eee-onwtqq
L R R N N N R RN

...l...l'!'.l......."....l.'.lll..l.l..'...'.'....q.....‘...’.’..
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s’ (x)Al v (X)A Veeov(x)A v (Ex (x )A v (X)u J...v(x)A

)"l
V(Ex)Bg...«.(X)Alv(x)Agv...V(x)A ;( )

’ % i ’ 4 P
Y, estas firmulas no son mAs conjunciones de las firmulas S 7lc -
1los subcasos ?E.kl,...,3f.-m1 » Dor tanto, para decidir la vali-
dez de cstas fSrmulas serd suficiente con aplicar las reglas de=
cisorias pertinentes a tales subcasos a cada miembro de estas -

conjunciones.,

Por tanto, del andlisis de la Jecidibilidal de todos estos-
casos de B (o partes e &sta) de la forma 3, se sigue, que
para decidir la validez de las firmulas e esta forma de  cual=
quier longitul finita, es suficiente con llegar a una disyunci5
de U= y E~f5rmulas, > a unc congunciﬁn de disyunciones de U=~ y
E-f3rmulas. Pers estas f3rmulas parn la lecisidn a que se lle--
gan no son mas gue formas normales conjuntivas de sus correspon-
dientes firaulas S; y de este m>d>, la equivalencia (EM) no vie-
ne a ser otra cusa que el equivalente a la equivalencia de Ja =~
distribuciin de "v'" sobre ".": PV(Q 2 Qe veesQ) 2. (Pvq) . (P
VQ )e En consccuencia, para determinar la validez de cualquier-
formula de la forma 3 serd suficiente con hallar su FNC - cosa
que se verd con mis detenimients s adelante - y luegs aplicar-
las reglas Jde la péginmdngin enbargd, por fines de comodiddd -
préctica, es preciso hacer las observaciones siguientes: aungue
este tratamients 7eneral (ssto es, hallar FUC, adscribir subinq;

. 3 ; &
ces ete.) es perfectamente aplicable 2 ta27os 1los subeasss de S

Y

de la forza 2, no es recomendable aplicar a los subcasos 32.12,.

y

«s332.1n, puests que como se ha demdstrado, en estos casos, parc
decidir la valilez de S, es suficiente con borrar a todos lus -
cuantificadores y variables indiviluales y, luego, someter a =~
cualquier procedimient:s decisoric proposicional al esquema S; -
resultante, siendo, por tanto, supérflus en estos casos la adg==
cripeidn de subindices a las letras prodicados y cualguier otra=~
transformacifn de S7 5 del esquema resultante de ésta. En con--
traste con este hecho, en cambio, la adscripeidn de subindices y
todas las deuds transformaciones de 3°cn los subeasos restantes-
facilitan enormemente la aperacifn de decisidn. Pero, tanlién ~
en tales casdos, es perfectamente posible decidir la validez de -

’ . .
las formulas sin ¢l recurso a tales expedientes.: Esto puede hos
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quejarse brevenente como sipue:

(1) (x)Ai es 1-vA1ido o (EX)Bi es 1l-valide.- En este casc pa-
ra saber =i S'l—vélida, sea cual sea la longitud de S'siempre ~-
que ésta sea finita, es suficiente con borrar a todos los U- y
E-cuantificadores y variables individuales y, luego, comprobar-
veritativo~funcionalmente si algﬁn -esquena Ai es l-vélida, 5

cada E-esquema B, es l-valida. Si se satisface alguna de estas

e

eondiciones, S%es 1-vdlida.

(ii).-..z(x)Ai implica (EX)Bi.— En c¢ste caso, para saber si 8°-
es l-vélida, una vez borrado los U= y E-~cuantificadores y varia
bles individuales es suficiente con constatar si el U-esquema -
de alguna,ﬂ;f5rmula (X)Ai necada implica a cada uno de los E-es
quemas Bi. Si este es el caso, S7es 1-vdlido. Como resulta -
evidente, este proceso serfa en esta forme sumamente laboriosso-
y tedioso.

(iii),wy((x)Ajv(Ex)Bi) implica (M)Ak, para j = m, k ==m e -

e

(no

Este caso se reduce simplemente al caso anterior, com> se

L4 .
vera enseculda.

Estas observaciones demucstran que el uso de subindices (o
de cualquicr otro signo que desempeiia tal funciSn) a las letras
predicados, com> también las transformaciones de $°(aunque esta
dltima en menor medida), son sizaplemente meros artificiose que -
perniten decidir la validez de las f£5rmulas del caso, con la -
mayor precisi’n y facilidad, y en un tiempo ninimo posible.

(i1i) ((x)A.v (Ex)D.) implicn, para j -=—m, k = m, ¢ i =<n
J 3 2 2 E

Este caso, definiendo a la conectiva "->" de implicacidn,-
en virtud de la ccmmutatividad y asociatividad de "v", se redu=

ce simplemente al caso (ii).

B) 8i 87(o> una parte de S es de la. forma
(X)AIV(K)AEV...v(x)Am.(Ex)Bl.(Ex)Bz.....(Ex)Bn

entonees, es muy evidente, que cualgquier firmula de esta forma-
( de cualquier lonsitul finita), en virtud de su estructurs con
. . < Lo & Ly @ = b E

juntiva, serd l-valida, Gnicamente si.cada uno de sus miembros-

s . - . 3
son 1-validos. Por tanto, para saber si Ses l—vélida, serd su

ficiente con borrar a todos los U- y E-cuantificadores y varia-
¢
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bles individuwales y, luegd, adscribir subindices lnicamente a les
letras predicclos de 1os U-esquemas (Zc acuerdo al subcass (ii) -
del teorecma I), y finalmente, detcrminar veritativo-funcionalmen-
te la validez dc¢l esquema S resulbantc.

IT Cualquier otra combinaciin compléeja posible s’de las Firmu--

las de las formas a)-ad) es decidille.

La demostracidn de esta sequnda condiecidn se deriva de 1los -
siguientes considcraciones sohre la primera:
1°.- A partir dc las firmulas de las formos a) - d) es posible =
construir scho formas bdsicas posibles de S’(a partes de 8Y),

] AT 5 - 1 . ’
2' .- Bstas ocho formas basicas posivles que S°(o partes de S puc
de adoptor sc reducen Cnicamente a las formas 3 y 4, por ser

’ ’ . ’ - ’
estas ultimas wmos generales que las demas,

. Las formns 3 y b son decidibles, para lo cual, es nccesario-
3 2 5 y P )

O] ' L - .
y suficicnte unicamente con halliar sus FNC respectivas y, =

. 5 - - % ’ 2
luego nplicar ciertas reglas mecanicas a estas ultimas.

De estas consideraciones se sigue que, para demostrar cuc -
. . .’ . . L 2
cualquier combinceion compleja posille S de las forrulas dc las

P s o .
formas a) = a) s decidible, scra suficicente con demostrar que pa

. s . , . 4 .
ra cualquier £ormula S”es posible eonstruir otra £fArmula equivo--

’ N ’ (. T & e 5 s

lente Sc en FNC, y toda formula SC ¢s decidible aplicandc ciertas
L, l . .

reglas mecinicas (como las dados en 1z pigina )e Estoc es posi

hle como siguc. .
Dada cunlguicr £irmula S°de la forma (x)Al,...,(x)Aq,(Ex)Bl,...,
(x)Bn pare hellédr otra firmula cquivalente S; en FNC, hasta con
proceder como en la ngica proposicional, tomando a cada (x)Ai y
a cada (Ex)Bi como sigue ci se tratan dc simples letras proposi--
cionales, sustituycndo a cada firmula de la forma le(XéX3) Por -

(xlvx2), donde cada x; es una (x)Ai 5 una (Ex)Bi, o una conbina--

fy « Gyeesd,

la FNC asi obtenida, donde una di’ sca poxr banto:

a) (x)AlV...V(X)Amy(n.x)Blv...V(EX)Bn



= Gl w

b) (X)n ‘.-...x( )’x
c) (Ex)Blv...v(Ex)Bn

Y, en estas posibles estructuras dec f;, para facilitar el trata-
miento podemcs hacer algunas sinplificaciunes, comd sigueq Por
un lado, en virtuld de la distributiviiad de los E-cuantificado--
res las P3raulas a) y ¢) se relucen respectivamente a las Si=-
suientes firaulas equivalentes;
(x)AlV...v(x)Aqv(EX) (Blv..ﬁvﬁq)

&

(Ex)(BlV...an)

Por otro lads, ya que, para los fines de la presente demostra---
cidn no se requieren tomar en consideracifin a la estructura ngi
ca interna de los U= y E-operandos, podemnos denotarla en estas -
férmulas al operando (Blngv...VBﬂ) por la letra mayﬁscula B« De

I & . C
.este modo, la estructura de SC seria la siguiente:

((x)Alv.;.v(x)Amj(Ex)Bl)l.....((Y)A Veoov(x)A (EX)B )j.((x)Alv..
oV <X)Am)1""°((X)Alv"'V(X)Am> .(Ex)D .....(EX)B

’ 4 o v o 3 . . ’
Sea SC esta formula simplificada. DIn esta formula, los valores
4 . - . . .
de un subindice i cualquiéra pueden ser las siguientes
. o ’ . .
s En las conjuncion de U-formulas de cualquier miembrs de las

anteriores conjunciones: 1 = i-z n

1.2. E1 valor ¢ i en (Ex)3 de las anteriores conjunciones cs =

igual al valor que asume 1 en 1.

En las conjunciones de ldisyunciones de U-fdrmulas solas
o= 1 =k
2.1. Por tanto, el valor de i1 en la disyuncidn de U-frmulas e
cualquier miembr> de estas conjunciones también serd como en o3
o = 1 = Kk,

——

3o En la conjuncidn de E-fdrmulas: =1 = n.

=y . . . (I
Por tanto, una firmuls S’cualquiera, serd 13micamente vdlida uni
camente si en el esquema s’’

(Alv...VArV“

o J)ll\"' e e VD (A VeeeVA ‘,73n Ves oVBn ) g <AlVo oo/

) e e e
lm 1 L 0Tng -
aeeae vess VA s Blvvasels
Am)l (Al VeV, m)k By .

que resulta de borrar a todos 13 U~ y G-cuantificadores y varia

. Ry . = ’ b, o
bles individuales y aplicar las reglas de la pag4qga los j prine



ros miembros, y las reglas derivada: de 1os teoremas I y IT a -

. 5 . s’ a4

1os k y n miembros restantes, regpectivamente, en la formule Sc
- 3 s # . .

cada uno de 135 amiembros de esta conjunciln resultan veritativo-

funcionalnente vAlidos.

. g s N
Fn esta forma, se ha demostrads que cualguier f£3rmula 87 =22
decidible,

Este es un nétodn aparentemente laborioso, peros en realidad
no 1o es, porque s8i bien es clertn, que tiene algunas desventa--
jas frente a otros nétodos ya existentes, es verdad también que-
estas desventajas quedan superadas > cuand> menoe compensadas -
por otras ventajas que posee este procedimiento. En primer lu~-
gar, porque ni el uso de la FNC ni el us> de los subfndices es -
obligatorio en todos los casos de 3; como puede verse inspeccio-
nando brevemente:

(1) Cuando en 5%l nimero le la U~{3rmulas es . 2, no se usa ni
la FNC ni los subindices, la validez de S”se decide directamente

borrando a todos los cuantificadores y variables individuales.

(2) Pero, tampoes cuands en S%el nfners de las U-firmulas es =
2 es necesario el uso de ambos expedientes, sino, tan sS1o del -
primero, puests que los subindices son necesarios sdlo cuands en
algin miembro de FNC el nfmer> ‘e las T-firmulas es == 2.

En segundc lugar, aunque resulta also paraddjico, el us> de la -
FNC también resulta favoreble a la cencillez del métods, ya quey

e
L

. - . ’, ’
considerand> en conjunto & todas las formulas de que consta S, =~

muchas de ellas gque ya se encuentra e: FIIC 2 exhiben a "." como=-
el operador (e mayor jerarquia, una vez distribufdas en ésta O1-
tima a todas las 'v' sobre '.', ya no se requiere hacer ninguna-
otra transfarmaciﬁn, basta aplicar las reglas de la pégina 4 e
cada uno de 1os niembros de la IC para decidir la validez de Se

Por tanto,las reglas que se derivan de este teorema para la
decisidn de 12 validez de cualquier firmula de la forma (X)Al...

.,(x%Am,(Ex)Bl,...,(Ex)Bn son las siguientes:

I s
A) 8i el nfmero de los U cuantificadores es =Z 1, se procede -~
e 4L 4.
en forma idéntica al R2
. A e e = ? I
B) S8i el ndmero de los U-cuantificadores es =2, procédasec su

cesivamente como sirue:



(1) siempre que se considere convenientec y sea posible, para -

. e , s + e
meyor simplicidad, redizcase ol nlmer> de los U~cuantifica~

dores cmpleando las equivalencias (x )Al.....(x)A s s w3

[ seveesdt ) T")J v...v(Ex)l « Sy (FX)B VaaaVB ),

(2) Hallesw la forma noraml c#ngwnilva, tomando a cada U~ y E~~
formila en bioque como si Fucran simples letras proposicio-
nales,

(3) Bérrese r todos los cuantificadorcs y variables individua~-
les y, luego:

(341) En cada miembro de la FNC, que contenga la disyuncidn
de U~ y E-esquemas,si el nlers de los U~esquenas es .= 2,

v g . . .
sustitiyase . a cada E~esquena B, por la disyuncion de m mienm

i
bros Bi v;..vB. ¥, luer> a todas las letras predicados -
1 m
. o A £ 8! s £
de cada ilsyun01on bimembre AlV 5 adscribase un misuc subin
. ~. . . 7
diceypero usando un subfncige distinto para cada disyuncion

que difiera en el U-miembro. De o>fro modo, si el niners de
los U-esquemas es - 1, procidase en forma similar a A).
(3.2) En los dem5£~miembrvs de la FNC, procédase simplenen
te conforne a R1 o R2, seﬁﬁn sea ¢l caso.

(&) s (87, cte.) serd 1-valids dnicamcnte si el esquema S; ra=-
sultantc de estas operacicnes cs verditativo-funcionalmentcn
valido,

TEOREMA IV.

1 4. f\, o A n
Sea S una fMrmula de la forma (X)A1,-..,(X)Aq,cal,.-..CR -

1

1

7 . . .
donde, de a 52 la pag. 33 n v r 2on cateros positivos arbi-

e
. LA . - N
trarios, y las unicas conectives proposicionales que apareccn -

n__i o

son "v", ", e ;

. L . s
yio U ey internaca csto ultima. La validez do -

. P el s 4. . .
cualquiecr “Oormula de esta forme es decidible, como siguc.

Antes . efectuar la demostrocidn de este teorema, es proci

so hacer la siguiente advertenciz. Do acuerds a las re las decl
sorias que aparcecen en la primcra parte de esta tésis cualquicr-

firmula onddicn bésica que exhive constantes individuales cs de
cidible. Con uste objeto, para cada una de las formas IV, V y =
VI de S°que cxhibe constantes individuales, por tanto, podris -
construirsc una demostracidn e mo dc la forma IIT de 5%(dado que

e}

- - L. . a? .
en dicha formn S tiene dos tipss de firmulas), determinands un -



” &o. R .« 4 - s @ o
pumero minimo de formulas de ciertas formas basicas, las cuales,
. 3 ; PN o
o0 a partir de las cuales se construiria cualquier otra forme de

’ o n o N .o - .
S’que exhibe constantes individuzles. Pero, esto serfa inneces
d b)

1o

o

. . . A s
rio, ya qgue, la validez de cualquier firaula S de las formas IV,

« 7 . . . . .
YV y VI tambien se funda en los mismos principios esenciales que-

3
!

la validez de las anteriores formas de 3, como se verd en sesui-
2

O

de
s 7 .
da. Por tanto, la demostracidn dc cste teorema y de las otras -
Cé
dos restantes sera desarrollala de vna manera bastante escucta,

L . .
apoyandose en 1o posible en log teoremas anteriores.

. L / . 04 .
PRUEBA. Dada una formula S cualquiera, hay otra formula equiva-
# . . . .
lente S~ en forma normal conjuntiva que se obtiene a partir de -
e P
’ 4
las formulas de S, tomando a cada (x)Ai v a cada Cai en bloque =

como si fueran letras proposicionales. Sea

((X)Alv...v(x)AnvCa v...vCar)l.....((X)Alv...v(x)ﬁmyCa v...vCar%-

il L

((X)Alv...v(x)Am)l.....((X)Alv...v(x)Am)k . (Calv...vCar)l......
(Ca1
La FNC asi obtenida, es decir, la f3rmula S;.

V Veoss Ca )
ran

[«

Ahora Dbien, para demosirar que S,cs Jecidible, serd sufi-=-
ciente con demostrar que cualquier f5raula de la forma Sé es de=
cidivle, y para lemostrar que Sjes (ecidible serd suficiente con
demostrar que cada uno de sus miembros también 1o son. De este
modo ¢
a) Planteands los casos de valicez para los primeros j miem=s==

bros de esta f5rmula, de un modo similar a los casos de va-

- 5 . - A . - :
lidez de las formas anteriores de 5, tenemos los siguiente

n

subcasous

h1.11 8i i = 1, tanto en (x)Ai como en Ca,
g’ (Y)Avaal
Por tanto, si esta firmula es vAlida, también debe -
~ 8 £ 5 —— '
serls 1 (A)Al > Cay
Sé (Ex)ay A, —Ca (Internando la negacifn

< L Qel.antecedente)

L R N R R R Y Y N R E R E E R R RN
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Ml,mr. 351 i=m ei=ry, en (x)Ai y.Ca,, respectivamente:
8° (x)Alv...v(x)Aﬂanlv...vCar
procecdiends coms en 41,11
Si f)((x)Alvff.v(x)Am) ¢ —3eCaiVeslvCa
Sé vﬁ,(x)Al.....,,,(x)Am'. -y eCa Veesvla

En el cas> 141,11, resulta patentemente claro que ninguna - -

formula de la forma (Ex)r,Almg Ca; es 1-vilida en sistema alsuno

& e . ¥
de la 1logica de predicados, a menss que en esta formula el ante-
ozge . 4 i o= * . .
cedente (Ex)., A, sea 1dgicamense inconsistente (o contradicto---

. ! w Lo . .
rio) o el consecuente Ca. sea 13 ricauente validoj pero decir cs-

1

to equivale a cdecir, que su equivalentec (x)A vCa1 es valids si -

1

cuando menos (x)Al es valido o Ca] es vélida, y si este es el ca

so, - y en realidad esta es la (nica posibilidad de validez dcl-
e s e < s

S de este subcaso -, pues, basza borrar al U-cuantificador y a -

rd

todos los x8 de (X)Al vy a todas las constantes individuales de -

Cal, y luezo, adscribir un mismo cubindice a todas las letras

predicados del Tl~esguema A haciendo obro tanto igual con. las -

l)
letras predicados de Cl, pero asando un subindice distintos. Aqud

del hecho de bhurrar a la constante al nc puede originarse ningu-

na ambigledad, dado que, inmediatamente se le sustituye por un -

4 . . - =
subindice distinto de las del "~esquema A.. Y, en general, en

od

12 que sigue,a cada letra predicado C, ¥ ﬂj gue provengan Je

DO

3 .
rrar distintas constantes aj v a,, se les adscribirdn subindices
& . . "" , . :
tambieén distintos; ¥y en 1o que respecta 2 las letras predicados-
> & )
de los T=esduemas, se procedera ccmo siempre de acuerds a las =
o . 4 . . .
reglas ya establecidas, pero usands subindices distintos de las

letras predicadss de las constantes individuales.

blemr. Aplicand> la equivalencia (E3) a la fSrmula 87 tencmos:
-k
Ve w eV 02 )

aig
ndi

—

83 (“J (X)Al - .~..—~) -Ca Veo u“fcar).‘(-' . -“.-(IJ (;‘:)AYQ. -—.:; .C&

1 ” 1
¥s luego, aplicando la equivalencia (B2) a cada uno de 1los co
cionales de esta firmula, obtenemos, finnlnentes:

(f-(x)Al ) CayaVer Ve (x)Al _ Car)v. oo v( - (X)Am — Cay.v
sna¥s w (x)A%«m._)Car)

es decir, 'wna gerie de disyuneiones de condicionales de la forma
Si del caso> B1.11. 7vor tanto, csta f5rmula asi extendida serd -
1-vdlida Onicamente si en su equivalente:



((x)Avaa .v...v.(X)Avaar)v...v((x)AnvCal.v...V.(X)AmvCar)

1
que resulta de definir a la conectiva "-3 ", si cuando menos una
(x)Ai > ma Ca, es 1-vdlida. Tero, si las cosas son as{, no -
tiene objets extender a la firaula S; basta simplemente con de--
terminar veritativo> funcionalmente la validez del esquema %p

4"\1_‘/‘ Y \IA \rC Vewss C}_"

que resulta dc bLorrar en S'a todos los cuantificadores, varia-=--
bles y constante:s individuales y, luegzo, adseribir subindices a
las letras predicados de los U-esquemas, como siempre, y hacer -
otro tanto similar con las letras predicadosg C » pero usands sub
{ndices Jistintos de los de U=-esqguemas, comd ya queda estableci~
do 1dneas arriba. De este modo, aqui quelda comprendido también~
5tros casos de validez de S, debids a la presencia de mas de una
fSrmulac;uzexhibe constantes: 1la posibilidad de gque una Yai ime
plique Ca. ey ((x)A v...v(x)x zCulv,..vCar implique (X)Alv...

J(X)Ak, e*c., (’ nde, j <-m, £ << m).

Por tants, este procedimizntc es efeetivo para cualesquiera
de los j primeros miembros de 3£, va que todos ellos son de la -
misma forma.

b)  Para determinar la validez de los k miembros siguientes, -
como es cevidente, Lasta apelar solamente a las reglas deri-
vadas del teorema I.

c) rer ultldJ, para determinar la validez de los n miembros, -
bagta con bLorrar s todas las constantes individuales 7 ads=
cribir un subindices distintos a cada letra predicads que -
provengia de borrar una constante indivicdual distinta, y lue
0, sometar a cualquier procedinmient> decisoris proposicio-
nal al csquema resultante. Que ests sea suficiente para -
determinar la validez de estos mieabros de Si proviene del
hecho de que las firaulas Cai se comportan en cuanto respec
ta a su validez, en form exdctamente igual que las matrsi--

] bl
&

e im L
ces dc firmulas cuantificadas, (¢ tal modo que, también se
¢ .
podria tratarlas sin borrar a las constantes, pero ello> 3=

hace a fin de guardar unifornmidad en el procedimiento,

) e .
Dc todas las pruebas prececdentez, la mas importante es la -

(al

. . 4
del encis» a), ya que,lo que intereza en esta forma de 5 es



la decidibilidad de la validez de firaulas universales bdsicas-
que exhiben constantes individusles, y no la decidibilidad de
meras f3rmulas universales ni de meras Tirmulas con constantes-
individuales sin £irmulas cuantificadas, y, en todo caso, estas
Gltimas no son mds que posibles consecuencias de la transforma-
cifn de 87a Si, v son cuestiones ya resueltas. De estos se c¢on-
cluye, que dada una fhraula cualquiera 3’de la forma (X)Al"f"
(x)Am,Cal,....,Car para saber si se trata de una firmula 1-vali
da, basta con Lorrar en ella a todos los cuantificadores y va--
riables y constantes individuaZes, y lucgo, proseguir de acuer-
d> a 1las reglas establecidas en ¢l encisu a). Sin embargo, -
serfa mis preferible dejas establecidas a estas reglas que se -
derivan dc cste teorema, cn forma mAs explicita y ordenada, de
la siguiente manera:

Rt. Para determinar la validez de cualquier férmula S°de la -
foraa (x)Al,...,(X)Am,Cal,...,Car, es suficiente con:

(1) Borrar a todos los cuantificalores y variables individuawe
les v, lue%o adscribir subindices a las letras predicados-
de los U~esquemas conforme a la regla Ri.

(2) Dorrar a todas las constantes individuales y, luego adscri
bir un mismo subindice a todas las letras predicados que -
provengan de borrar a una misma constante individual; por
tanto, a las letras predicacdoss que provencan de borrar =
constantes individuales distintas, se les adscribirdn tam-
bien subfndices distintos. In la préctica, estas dos re--
glas pueden efectuarse simultineamente.

(3) Someter 2 cualquier procedimiento de¢isoris proposicional-
al esguema S;resultante az (1) vy (2). Por tanto, S (87, -
ete.) cerd l-vadlida Gnicanente si Sé Bt és,tautolégicamen—

te.

TEOREMA V . .
Sea S‘una fSrmula de la forma (Bx)Bl,...,(EX)Bn,Cal,...,
Ca_.

r I
Procediend> de una manera analoga al teorema anterior, obtene==
mos la FNC de .9t

((Ex)Bva‘a v...vCar)l.....((Ex)anCa

1

lvv 0 .VCar)j. (EX)B].. cee (EX)

B .
n



(Cal'Vo . .VCar)l. *ee0 (CalVo . .V‘Car)k
donde, se han rcduecido el nimers 4o E-cuantificadores con el ob-

. . A « 7.
jeto de simplificar la demostraciin.

Plantennds 1os casos genercles d¢ validez para cada una Co
las tres formas de miembros de S; como en ¢l teorema anterior,-
1o Gnico que seé requiere demostrar aqui es la decidibilidad de-
los J primeros niembros, puesto que, los demds son los mismos -
que en dcl S; d¢ los teoremas IT y IV,y por tanto, ya constitu-
yen una cuesti’n resuelta. De cste 1v7o, tomando a cualquicr -
miemnbro ((Ex)3, vCa

i 1
51.11 81 1= lenCe, (yelvalordeden (EX)Bi pucde ser

VeeovCa_),, bencnds:
i

cualgwiera, ya quc, hay una sola E-f5rmula):
a’ - )T
S (EA)Bvaal

. v & o u
Por tanto, si estn f£ormula es l-valida, tam--

’ v -
5 Ca Internando la negacion del -

S ~ (Ex)B, -—
1 % antecedente:

g7 (3) ag By s Q2

2 1 )
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51.1 Si i = r en Ca.:
r i i
S (Ex)Bvaalu'...“JCar

Procedicnlis ¢omd én 51sll; ohtenemos:

‘ 7 . - ¢\ o
s, (x) ~v B « — Cay+VeesvCh ApZ_Ll\,?___l_,
do (E3)}
4
SE (X) por Bl_’ __-_\':’ Cal-Voo.V.N_bll___} C 5

Bl

51.11.- Dara determinar la validez ¢ la f5rmula (Ex)Bvaa1 e8
suficientc con borrar el E-cuantificador, variables y constan
tes individuales y,luego decidir veritativo-funeionalmentc la -

validez del csquema S; resultante. Lsta regla se deriva de  una
interpretaci’®n de la validez de la ©irawla (%) Bl Cal den--
tro de un sistcun de derivacidn seniler a la interpretaci’n de-
la validez ‘¢ la firmula (Ex) Ay (Ex)Bl hecha en el subcaso
31.11. Esta consideracidn es pucs,suficiente, puesto quc, c¢n
an sistemn Jc¢ derivaeidn una firmula lefla forme (x) Bl‘ Cal
es vdlida @nicamente si del operando Bl(donde se han sustituldo

& . . .
a todas las x s por la constante al) puede derivarse veritativo



e

. 4 5 .
funcionalmente la formula Cal. Pero, cnitoneces, por una parte, -
L . -
como 1o unieo gque importa en el presentc caso es determinar la -

validez de la f£5rmula (X)“,Bl__...;Cn1 ( o de su equivalente (Ex)
oI

Bvaal) de un mo¢o efectivo sea por ol medio que sea, pues, €8 -
suficiente con determinar veritativo-funecionalmente la validez -

del esquema ~ B, _,C (o equivalentemente, de Blvcl), borrands

1
v ’, - ‘ . 1 g
a todos los ®»'s8 ¥ al Se Por otra partc, aqui, el hecho de bho-
rrar a las variables y constantes individuales no origina ningu-
. se - Id 5 s’ .
na ambigiedad, puesto que, en esta Lormula hay un sdlo tip> de -

letra constante y, por tanto, pucde subrecntendérsclas simplemcn

te detrds de cada Bi y Ci’ de la mismna wanera como se hizs con ~
las x’s de la fSrmula similar veferida. Ademds asi como en 1os
subcasos 32.12,....32. 1n, pig. 49 , debido a la presencia ~
de una s¥la firaula universal para determinar la validez de 87 -
se demostr5 que era suficiente con borrar a todos 1os cuantifica

)

dores y variables individuales en aquellas firmulas de dichos -
subcasos, aqui también, por razoneg nuy similares, ya que, la -
presencia de una sdla letra corstantc en la £3rmula S°del presen
te caso comporta las mismas peculiaridades (con respecto a 1os -
subindices) que las U-firmulas cn Lis rcferidos subeasos, siem--
pre que estemos frente a cualquier Firmula S'cuya forma osquené-
tica sca (Ex)Bl,...,(Ex)Bn' Ci2,e4+,C 2, donde un subindice i -
cualquiera er esta firmula: 1 =il-=inyl< i=<Cr, para deter
minar su validez bastard con borrar o todos 1os cuantificadores,
x’s ya §enecl a, sin someterla a transformacisn previa alguna-
y, luego, comprobar veritativo-funcionalmente la validez ¢l cs=-

7’
quema S _ recsultante.
" 4

5l.1r.~- Definiendo a la conectiva "-3" en la firmula S7 obtenc-

2 > ’ TV rm -
mos otra £ormula equivalente 5. @ (MA)B _ vCa v...v(Ex)Blvcar,y

- 1
n s Z s . s
a su vez esta ultima es tautoldgmicanente equlvalente e la Comw-
1n Sﬁ :
(Ex)Bl v...v(Ex)Bl vCal VeesveA . Do cste Gltimo resultads se

sigue lque dada una’firmula de la Torma (Ex )Bvaa VesovCa i don-

X

de l<i=r, para saber si es una firmula 1-valida es suflclente—

con

(1) Sustituir a (Ex)B1 por una disyuncin de r miembros, donde-
cadn mienbrs de esta disymncidn sea idéatica a (Ex)D

(2) Borrar o todos los cuantificadores, variables y constantes-



a qué firmula Gai implica u,(Ex)Bl depcnde en gran medida de la -
ingeniosidad dcl investigador, y por tanto, este procedimients no
es mecdnico, un procedimients decisoric tiene que ser mecdnico.
2. 8i la firmula en cuestidn no «: valida, como dice Quine (1)
el procedimiento podrfa continuarsc hasta la eternidad y nunca -
se podria saver a qué Cai implica la firmula g,(ER)Bl.

b) Dado quc¢ r es un entero positivs finito, siempre se podria-
saber cn un ndmers finito de pasos a ué Cai implica la firuula-
(Ex)Bl, Lara la cual, una vez intcrnada la ncgacién y borrado el
cuantificador, bastaria proceder cony szicue:

1°  Sustituir a todos los xs For 2, ¥, luego, ver si Bl impli-
ca Cal; tanto, que la formula del casd cs vélida; y sl esto suce
diera, aqui sc darfa por terminads la operacidn, en cas> contra-

. « . .
rio, se continua con el siguiente paso.

2° Sustituir a todos los x‘s por a, en Bl, v proceder del mis-
mo modo que en ¢l pasc anterior en todd Jo demAss Si aqui,:Bl -
implica Ca, se da por terminada la operacidn, de otrn modo, se-
sigue adelante,

. . . ’ . Id . o =
T Sustituir a todos 1los x s por a,, v si aqui Oar es implica=
~ - (g . .
da por Bl’ la firmula en cuestidn serd valida, de no ser asi, se
. ! P . &
llegard a la conclusidn de que se trataba simplemente de una for

'l .
nula no-valida.

Caso (ii).- También aui hay dos posibilidades, pero o difes

rencia dec las dos anteriores, cn este caso> ambas son efectivas:
= . . . 7’

a) Podrfa determinarsc a qué firmula Caj implica tna f3rmula

Cai, constatands sucesivamentc a las siguientes posibilida

dess:

1° il Cal implica Ca,, s Dyeeeny NCal implica Car, >

o° reCa.  implica Caq, Dy eee;0 ny Ca, 1implica Car, 5
e 3 bk

&= 1 ca -1 implica Ca

. r
5 P d . . s Ps
flan> per concluila la operacidn cn cualquier paso r-i(i D 1)--

. 5 B .
- Ty S o .y -y - . .

(1) Quine. Op. Cit. TP. 260

-
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individuales en la fdrmula resultante dc (1), y lueno

a) Adscribir un mismo subindice a tylas las letras predica-
dos de cada E-esquema Bi’ pero, utilizando un subfndice
distinto en cada E~esquemna.

L) Empleands los mismos subindices anteriores, adscribir -
un subindice distinto a cada letra predicado que proven
za de borrar una constante individual distinta.

En la prictica estas dos rezlas se funden en una sola: bo-

rrar el E-cuantificador y a todos 1os ='s ¥ ai's, v sustituir -
al E-esquema Bl POor una disyunci5n de r miembros, esto es, por-

« 92 . .
Bl v...vBl , dorde cada Bl sea ildentico a Bl ¥, luego, Si~-=-
1 r g .=

guen 1los encisos a) y b) de (2) tal como se han establecido.

] Lo o .
Estas rerlas se fundan en ¢l siguiente analisis de la vali

dez de la firmule ((Ex)Bvaa V...vCar)..

1 i

Por un lado, dada una formula cualquiera de la forma (Ex)Bvaal

v...vCar, puede acurrir

(1) Que »s (E::)D1 implique a una Ca .+ ©

(ii) Que una v Ca, implique a una Caj,

En el primer caso, considerando a la firmula (Ex)BvaalV...
vCar, tal y como es, y suponiendo que csta firmula es 1-vdlida,
se sabe que ~ (Rx)Bl puede implicar a alguna férmula Cai, pero
811 i << r, no se sabria efectivamente a cudl de las r fir-
mulas podria implicar (Ex)Bl.

Algo similar sucede con el segando casd, donde, dando por supucs
to la validez de la £8rmula en cuesti’n, sc sabe que una £3irmula

Cai puedc impiicar a alguna £irmula Caj, pero si aqui igual~--
mente 1 —— i <r, no se sabria efectivamente qué férmula cspoci

fica Ca; podrfa implicar a qué otra f3rmula Caj.

Frente a este problema habrian las siguientes posibles solu
ciones. Primero, sobre el caso (i) hay una alternativa:
a) Podrfa determinarse a qué férmula Ca; implica la firmula
,,(Ex)Bl, llevands ¢l problema dentro dc un sistema de derivaci’n.
Pero aqui hay dos obstdeulos insalvables:

i ’ % . .
1. Si la £irmula en cuestidn ¢s vdlida, el éxito de determinaxr-
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ah{ donde un> se encuentre con una implicacidn, en caso contra
rio segulr hasta el final, donde si Car—l implica Car, la fir-
mula en cuestidn serd 1igicamentc vAlida, de otro modo, se  ha-
bria tratads simplemente de una f3rmula no valida.

b) Dado gue las firmulas Ca:.L en cuants se refiere a la validez
se comportan de un modo cxactamentc igual que las letras proposi
cionales y el prop5sit3 princigal aqui es determinar la validez,
materia del presente andlisis, entonces serd suficiente con some
ter a Calv...vCar a cualquier grocedimicento proposicional efecti
V0.

De este mo>d>, dada una firmula cualquiera, cuya forma sea -
como la del presente andlisis, podria determinarse su validez -
. & . ». i R A
siempre y de un m0do mecanico, simplemente apelando a la segunda

e . . < ? . .
posibilidad de solucidn del caso (i) ¥ a cualquiera de las dos -
posibilidades de solucidn del caso (ii). Evidentemente, habrian
también otros casos mis: (iii) que ((Ex)Bvaa

1
donde, j < r, k =« r), etc., pers todos cllos -

v...vCai) inpli

L=

ca Ca,ve..vCa (

se reducen solamente a 1los dos casos anteriores en virtud de 1a

conmutatividad de "v". Ahora Lien, un procedimiento como se aca
Puin o «

ba de presentar en este andlisis, rcsultarfa enormemente laboriy

. 4 % . L g
so y tedinso, y no podria servir para fines de un uso practico.
L4 - . .
Pero aun asi, aqui 1o importante, c¢s que, lo que se acaba de pre
senter es ©¢ hecho un procedimiento decisorio; lo ideal seria -
. . . L . .
sintetizarla en una forma mas siuple y practica, donde estén to-
das las posibilidades de implicacidn el enciso b) del andlisis
. - . Loy o

del caso (i) y cdel enciso a) del andlisis del segundo caso. Y,

precisamente, las reglas decisorias presecntadas al principios del

caso 5L.1r constituyen csta sintesis ideal, y por tanto, conse--

. ' P =
cuencia de cste analisis.

Por otra parte, en la determinacidn de la validez de 1la fig
mula S noc se puede borrar simplemente a las constantes individua
les, sino, tienc que sustitufrselas inmediatamente por subindiccs
distintos aceacceonstanela Alstinta,porque podria darse el caso-
en que en alguna fArmula no vdlida se diera una disyunciﬁn de la

- - - ’ > ~
forma Ca, v ’vfcaj:es decir,uns. ‘isyunci’n o valida, puests que

i #:j, de donde, si simplemente se borraran las constantes indi

viduales resultaria falazmente tautol3gico el esquema Cv ay Ce
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. o . PSR ) . s
De aqui, que sea preciso adseribiyr distintos sublndices y cermar

paso a este resultads no deseable.

Por tanto, las reglas decisorias para la forma V de 8 que -
se derivan de cste teorema es cono sigue.
R5. Para determinar la validez de cualquicyr firaula S%de la for
ma (Ex)Bl,....,(Ex)Bn,Cal,....,Car basta con proceder comd si
gues

A) Sien 5%l ndmero de tipos dc letras constantes indivi-
duales cs < 1, yen (Ex)Bi le 1= n: birrese a todos =

los cuantificadoresvariables y constantes individualesy,luego de
[a)

rd . . . . L4
terminese veritativo-funcionalmente la validez del esquema op -

resultante.

. Pl ’ P . ..
B) ©Si en 87el nimero de tipos de letras constantes indivi-
L4 Id
duales es == 2 y el numero de las E-f5rmulas es como en A),
. . ~ . . {4
siempre que s¢ considere adecuads o necesario, cjecutase los pa-

sos siguientes cn orden consecutivos

(1) Reddzcase el ndmers de I~cuantificadores empleando
la equivalencia (Ex)Blv...v(Ex)Bn. .(Ex)(Blv.».an),

(2) HAllesc la FNC, es decir, una f3rmula equivalente-

(2) Reitérese el paso (1) nucvamente,
' [ . .
(4) Determinese la validez dc cada uno de los tres ti-
. ’ .
pos de miembros de Sc como sigue:
a) Si es de la form (Ex)Bvaalv...vCar:
1° Borrar el E-cuantificador y a todos los x'sya’sy
sustituir al E~esquema B, por una disyunci’dn de r miembros, c¢s -

1

decir, por b; V...vB) , donde cada D, sea idéntico a Bys ¥ cle

1 T 1
cutar simultdneamente: 1°7 adscribir un mismo subindice a todas
las letras predicados de cada E-ecsqucua Bii’ pero utilizando un
subindice distints en cada caso; 1° Empleando los mismos subin-
dices, adscribir un subindice 71istints a cada letra predicads -
que provenga de Dborrar cada constante distinta.

©*  Determinese veritativo-funcionalmente la vali-
dez del esquemn 8° resultante.

b) 8i el miembro de S; es de la forma (Ex)Bl.....

(Ex)Bn, apliquese simplemente la rerla R2.
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lv. . .Vcar, L

determinese su validez mediante cualauier procedimiento Pragosi

c) Si el miembro de S; es de la forma Ca

cional efectivo.
¢ T ’ S w5 L . . - ° .
(5) s (8; ete.) sera l-valida Gnicamente si cada miembro

de S; resulta l-vdlida.

En la re;la B), asi como en las demds reglas ya estableci-
das, es necesario observar que, por un lado, los pasos (1) v
(3) son simplemente auxiliares, pudiend> prescindirse, por tan-
to, si asi sc desea, aplicando la re_la (4)-a) a cada E-esguema
por otro lado, la presencia de los casos b) ¥y ¢) en Sé es muy -
poco frecuente.

TEOREMA VI.

Sea S7de la forma (X)Al"‘°"(x)Am’ (EX)BI"..’(EX)Bﬁ’cai,
eeee3Ca, donde, en cada tipo de f3rmulas un subfndice i cual-s-
quiera es i=1, y my n y r son cnteros positivos finitos azles
gaiera. Procediend> de un modo similar a los teoremas anterio-
res, obtenemos su forma nermal conjuntivg, esto es, una formula
equivalente Sé: . o . . .

i ‘o X)A o sse x)/ ese Veeol
((x)Alv.a¢v(x) mVCalv;.‘vCar)Lx. ((V)&lv v(x)AmyOalf feai%,
((Ex)Bvaalv...vCar)l.....((Ex)anCalv...vCar)k . ((x)Alv...v
(x)Amv .
:(Ex)Bvaa v...vCar)n

Vees VCar scee ((X)AlVo - QV(X)I"\mV(EX)BnVC{]

1. )l 1

donde a su vez, se han reducico ¢l nlmero de los E-cuantificado
[ . . 3

solo para los fines de-la sencillez de esta demostracidn. Clo-

4 5 o s’ - .
ro esta, que en esta FNC tambien deberian aparecer tres tipos =

2

de miembros mac: disyunciones formadas (nicameénte por U-firmu--
las, disyunciones formadas dnicamente por E-fégmnlas y disyun==
ciones formadas (nicamente por frmulas que estin constitufdas-
sdlo por letras predicados y constantes individuales. Sin emn~-
bargo, no se han tomado en cuenta a estas disyunciones en esta-
férmula, por unt parte, porque en los teoremas anteriores ya se
han demostrads que estas disyunciones son decidibles, y por otra

otra parte, para cvitar que esta FNC apareciera mas compleja.
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« 7/ . .

Para demostrar que la validez o SC es decidible (y, por tan

’ ’ . . i N > T 3 Tl
to, S, B, etc.), serd suficientz con Jcmostrar que cualesquierz -
. 2 o ae - . 5 %
de sus miembros son tambien decidibles. Pero, ya que los dos pri

‘ ol ’ o

meros tipos dc¢ micmbros de esta ©ormula yo estan demostrads e¢n -

7 ’ ; s
los teoremas anteriores, bastarn con lcmostrar que el ultimo tipo

. « »:
de estos miembros son tambieéen decidiblos.

4

De este molo, planteando 1los casos penerales de validez de -

cualguier micabro ((x)A v...v(x)Amv(Ex)BiVCa v...vCar)i y cmplcan

1 1
. : . y I o 3
do las equivalencias universalmentc vAlidas (El)y (E2), tenemos:

63.111 Si tants en (X)A.l coms en Ca, 13 1:
b4

S (x)AlV(EX)BlVC:;l

01 . (x)Al. (B ),) wre =y (Ex)B] —Cay (r1)

s’ A (X)A (L“ oJ(x)Al ——Ca, 2V
“'(EX)Bl = C?l R )

eSS b2 brge TP RN RN SRR ANRESSLLEARSRQIIEIERE PR RONQOESIPIAREROEREPESE eee

S0 08P QPR TEN LTI ANRDEROOIOOPAERIIGIIR T EOIBRNRIRNPIOIRORQYRRB BB RTY S

.
B P90 0009 P TR PESATENBOPON PO POTD PN TINPIDOEPODENRAORPP e

63.mlr Si en (X)Ai izm yenCa, izr:

s’ (X)Alv...v(x)gnv(Ey)leCalv...VCar |
87 (x)Al_;§ R ((“)m V(FX)B Ca, Ve .. vCa )
Ve (X)A . (:Dl)

((EX)B vCa, VessvCa ) Vo s (EX)B ~3 (Ca v...vCar).v. ~4 Ca

1 1

.._;/ v --). CQI‘
F/ (X)A.l ...4..\’/ Leee (::':)JXECV- :‘V'(X)./\xl —
(Ex)Bl.v. - (K)Al =, Ca

C',
D
.

VeV s (X)Al‘ﬁ,Car:v: p/(x)Az-M)

(EX)BJ_.V. .’-.' (X)}'\g - ~-—-—\/ Ca VeoeV o (::)[‘,,p ——y Ca W e E:)Bl

1 T
= -/ Cach eV j (EX)B]. ..«.._/ C&r :7: & Cal __; es e “J Caro (FE)
63.111.~ Para que S sea vdlida cs suficiente con

(1) Sustituir a (Ex)Bl por una disyunci’n de dos miembros, cs de.

cir, por (Ex)Bl v (EX)T_.l , ¥ lucro en la f3rmula resulbante,

i 2
(2) Borrar a todos los cuantificadiorcs, x ‘s vy a "B, ¥y adsecribir un
bin'ice a todas las letras predicados de la disyun=w-
cifn de 1os dos primeros esquemas, ¥y un subfndice disbinbs al

0l -
de los dos Ultimos



$into al de Llos aSs Qltimos
(3) Determinar veritativo-funcionalmente la validez del esque-

mn Sé resultante de (1) y (2)

Estas rezlas para determinar la validez de S’se derivan --
del siguiente andlisis de la fSraula S; o Sé es una disyunciSn
de tres condicionales, donde, por una parte, para determinar la
validez del primer y el tercer condicional, de acuerdo a 1os -
subecasos 32.11, y 53.11 basta con borrar a los cuantificadores,
x’s y a’s en 87 y luego determinar veritativo-funcionalmente la
validez del esquema resultante. DPor otra parte, para determi--
nay la validez del segundo condicional de acuerdo al subcaso -
43,11 no basta simplemente con borrar al cuantificedor x y a, -
sino, es necesario adscribir subindices distintos a las letras-

predicados del esquema A, y del esquemn Cl' > Pero, entonces ha

1
bria que adscribir subindices en S°a las letras predicados del-
primer y el tercer condicional. Dc esta manera, dado que hay -
una sola E-ffrmula, una misma letra predicado resultarfa con -
dos subindices distintos, y esto no tiene sentido en el presen-
te contexto. De aqui sé sigue, que para determinar la validez-
de S; es necesario sustituir a las E~fdrmulas por una disyun~=~-
cidn de dos siembros.

, . . ! .
63e.mlr.~ En este caso general, S] es una disyuncidn de tipos -

de condicionales elementales tratados en 1os subeasos 3leml y -
51.1r. Para determinar la validez de 3%en tales subeasos fue .-
necesaris sustituir a (Ex)Bl por una disyuneidn de m miembros -
en el primero, y por una disyunciln de r miembros en el segunds
subcaso. Dor tanto, como la férmula 52

£
< 7 P . .
disyuncion de tales condicionales, para determinar la validez-

no es nada mas que una

de 8’en este caso serd necesario sustituir a la E-fdrmula por -
una disyunci5n de mer miembros, y luezo, aplicar otras reglas -
similares a las prescritas para el caso 6l.111, que en seguida-
se establecen ya en forma genercal.
RS. Para determinar la validez de cualquier formula S'de la -
forma (X)Al"'"(X)Am’(Ex)Bl""’(Ex)Bn’Cal""’Car es suficien
te con:
(1) Siempre que se considere necesario y sea posible, re
afzcase el nlmero de los cuantificadores, empleando-

las equivalencias de dichas constantes.
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(2) Hallar la FNC, es decir, mna f3rmula equivalente S;,
(3) Reitérese el paso (1),
(4) Deternfnese la validez de cada uno de los tipos de -
plembros de Sé como sigue:
a) Si el miembro de S; es de forma ((X)Al VadiV(X)An v

(Ex)Bvaa v...vCaT), donde el nimero de los U~cuan

1
tificadores y firmulas que erhiben constantes indi-~
viduales puede ser 1 <= 1 €< m y 1<i<r, reg
pectivamente:

b4

. ’ o L4
1" Torrese a todos los cuantificadores, x s y a, s y -

i
PR 4 ST = P
sustituyase al E-operando B por una disyuncion de
mer miembros, es decir, por By Ve oo VB, , donde =
1 n+r

cada miembro sea idéntico a Bi, v luego ejecitese -
simultdneamente : 1° “adscribase subfndices a las-
lctras predicados de los U-esquemas empleands m =
subfndices distintos, @é acuerdo a la regla Rlj 1°°
‘adscribase subfndices a las letras predicados de -
los E~esquemas como si se trataran de U-esquemas -
empleands msr subindices distintos; 1°*““adserivase
subfndices a las letras predicados Ci usando un sub
{ndice distinto para cada letra que provenga de bo-
rrar constantes distintas.

2° Determinese veritativo-funcionalmente la validez =~
del esquema S; resultante.

de la forma (EX)BivCal

determinese su validez aplicando la regla Rl

w0

[0}

. . rd
b) Si el miembro de S, € Vo eoVC

a
-

. oo . . - .
(5) 8’serd 1-valido Gnicamente si cdda uno de sus miembros-

lu o
resultan validos.

Finalmente, antes de concluir con esta segunda parte de la-
presente tesis, es preciso justificar que, la presencia de le---
tras proposicionales dentro de cualesquiera de las seis formas -
de S’presentadas al principio de esta sesunda parte, no afecta -
la decidibilidad de esta £ormila de acuerdo con las reglas deci=-
sorias del método propuesto en la presente tesis. Esto es asgi,-
por una sencilla razdn. En caalesquiera de las seis formas de -

. ? ’
S’de acuerdo o los teoremas correspondientes, una Formula 8 cual



quicra es 1-vdlida Gnieamente en dos casos fundamentales:

1° - cuands una £Armula ¢i es 1-vdlida en virtud de su pro
pia estructura veritativo-funcional interna, o

2° - Cuand> una férmula ¢% cualquiera implica a otra fir-

nula ¢j cualquiera,

Evidentemente, aqui, en el primer caso, ¢i o es una (X)Ai,o
una (Ex)Bi, o ma Ca,; en el segunds caso, ¢ con cualguiera de -
los sub{ndices, > es cualesquiera Jde las formas anteriores, o al
guna combinacidn finita de las mismas. Pero, en definitiva, una
férmula ¢i 5> una firaula ¢i .1 ¢j en estos casos, tras despe-
jar el esquena S; de acuerdo a las'reglas pertinentes, es l-véli
da si es posiblexllegar a cualesquiera cde los siguientes resulta

des: F, v, F, o G Vv ~C (¢onde i =>0), o lo que es -

lo.mismo (eon respecto a la validez) a: F;, —» Fy 00> C.o
17 ™4

De aqui se sigue, gue si alguna firaula compuesta por letras pro
posicionales es 1-vdlida dentro de una firmula S; 1o serd dnica-
mente en forma independiente de las fdrmulas predicativas, ya -~
que por identidad una letra cualesquiera (predicativa o proposi=

cional) implica solamente a otra idéntica a si misma.



CONCLUISTOIT

. Esencialmente, la conclusi’n nis importante que se despren-
de de la exposicidn del procedimients decisorio propuesto en 1la
presente tesis en las parinas anteriocrcs es la siguiente:

La validez o la no-validez 13gica de toda firmula predicativa de

i en de su cturs veritativo- onal. Ty ~
ende (nican nte, de su estructurc ve vo-funcional. Per

no evidentemente, de su estructura veritativo-funcional inmedig

. .o ’
ta y explicita, , con la cual aparece norunalmente toda formula,

~

como resultado de despejar la estructura 1dzica de una expresidn
del lenguaje corriente, (porque, si tal fuera el caso, no ten---
dria objeto lu construccidn de ningﬁn procedimiento decisorio pa
ra tales fgrquMU, ya que, bastarfa solamente 1os procedinientos
puramente proposicionales), sino, de una segunda estructura, im-
plicita en la prinera, determinada a partir de aquella cn base

las propicdades dc¢ implicacidn existente entre las férmulas pre-
dicativas. Isto es puede ver con mayor claridad examinando bre-
vemente la siguilente descripei 5n general de la estructura de la
fundamentacidn de la decidibilidad de cvalquier £3rmula predica

tiva monddica de acuerds a los teoremas de la seceidn precedente

Sea S una firaula predicativa de cualesquiera de las seis formas
determinadas on la pdgina 33 de la sezunda parte de la presente-
tesis. Para determinar su validez, siempre que sea necesario, -
es suficiente con efectuar sucesivamente las siguientes reslas:

(1) Eliminar a todas las conectivas "—>", "&>", ete., susti
tuyéndolas por sus equivalentes correspondientes, hasta reducir-

7 - . P .
S a otra formuia equivalente S', tal que &sta Gltima exhiba Gni-

1 1t 1

camente las conectivas "v", "." y/o , internada ésta Gltima

(2) Hallar la forma normal conjuntiva de S', tomando a cada fiz
mula predicativa en blogue, como si tratara de simples letras =

proposicionales. Sea S; esta FNC.

(3) Decidir la validez de cada uno de 1os miembros de Sé de =

acuerdo a sus rezlas pertinentes.

4 Lo, . .
(4) 8 sérd 1-valida Unicamente si el esquema S; resultante de
S; es veritativo-funcionalmente valido.



Ahora Lien, la estructura veritativo-funcional de S en los-
pasos (1) v (2) todavia no he sufrids ninguna transformaciin « -
esencial, puecsto que la eétructura de las firmulas S'y S’C aue
resulban rcspectivamente de estos pasos, no son mas que transfor
maciones directas de ia estructura explicita de la formula arigl
nal. La transformacidn esencial, suficiente ¥ necesaria gquc -
sufre la cstructura veritativo-funcional de § a través de su -
equivalente Sé ez en el paso (3). En este paso, Sé es una fSTQE
la de cualesquiera de las formas sisulentes, o es una conjunciSn
finita de aliunas de ellas o de todas:

(1) (X)Alf...v(x)A”

(ii) (Ex)lslvt . g:(Ex)Bn -
(iii) (x)Al Veoav (z:)Amy(Ex)le.r...v(Ex)BIl

(iv) (X)Al Ve ov(x)A vCa VeeuvCa

n 1
(v) (Ex)Bl v..fv(EX)Bvaalv...vCar
(Vi) (X)Al v...v(x)Amv(Ex)Blv...v(Ex)anCal
Veoovia
r

Este paso consiste, por un lado, en la transformacidn de cada =
uno de los miembros de Sé en otras firmulas equivalentes en vir-
tud de las propiedades de implicaci’n de las formulas predicati=-
vas(o, equivalentemente, en virtud ée las propiedades de validez
de la disyuncidn de las firmulas predicativas) y las equivalen--
cias proposicionales universalmente vélidas (E1) y (E2); vy, ~por
otro lado, en la adscripcién de subindices a las letras predica-

¢
asl

dos (siempre que ello sea necesario) después de borrar en o;
modificado, a todos los simbolos que no sean letras. predicados,-
conectivas proposicionales y/> signos de agrupacidn.

Lo esencial del algoritmo propuesto, radica cen la primera parte-
de este paso, ya que, la segunda parte, como ya se dijo a prapﬂ-
sito de la forma IIT de S°(Pdz. 47), c¢s nada mas que un expedien
te que pernite simplificar la ejecucidn dcl procedimiento. Tods
1o demés, pues, es cuestidn de detalle; aunque, es preciso acla-
rar algo respects al teoremal, que aparentemente gueda fuera del
esquena que gce acaba de examinar, debido a que allf se emplea la
FND y la FNC. In dicho teorema, la FND no tiene finalidad deci-

soria, sino, simplemente la de permitir simplificar la firmula -
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. - o % il
s’. Pero 15 interesantc, es que, tras sinplificar a dicha formu
. Id 2. o~ 4 -
la, se obtiene una f5rmula de la misma forma que la formula (Z)x
- ’ . .
es decir, en cuanto respecta a la forma I de S es indiferente -
que se use INC > FND para fundamentar su decidibilidad, puesto -
T . - . 4 As 2
que empleands ITIC se hubiera obhtenido una conjuncion finita de -
formulas de la Tforma (i), y parz demos rar su decidibilidad, hu
biera sido suficiente con demostrar la decidibilidad de cuales~~-
quiera de sus aieubros, ya que todos son de la misma forma; y
precisamente, 1o gue se hizo en el teorema I, fue demostrar 1la

o S W e A . . e .
decidibilidad de wna firmula cualescuicra de la forma (1i).

-

Finalmente, como una segundo cunclusi5n, e¢s menester decir-
-ademés, comd> ya se ha dicho en >tra parte en forma detallada =~
(Pdz. 50), consideracidn que es vdlida para todo el resto> de las
reglas- que, el procedimlento decisoris aqui presentado, deude-
el punto de vista de su uso prdctico, es un instrumento de ficil
manejo, clara,esté, con ciertas ventaias y desventajas frente a
otros métodos ya existentes pars la decisidn de la validez de - -
férmulas cuantificacionales monddicas de la Ldgica de Primer Or-

den.
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